| RE 


Finance 
des marchés 


Techniques quantitatives 
et applications pratiques 


Sébastien BOSSU 
Philippe HENROTTE 


Préface de Paul Wilmott 


DUNOD 


Finance des marchés 


Consultez nos parutions sur dunod.com 


/" Dunod Editeur. édition de livres. Microsoft Press. ETSF. Ediscience. InterE ditions 


Sciences 1 SSencre 
ét Techniques RQ Infomatiue [@] Homanes 
: LES BIEUOTHÈQUES 
- Muysssutss - Juysssutss « Muussautss - ysssautss +  EESTSNTES 


mn E2ccnus 2008 nm Profession — 
Enjeux Profession drigeant 27 
fe Dela LE ê 
dirigeant conception du Re 
changement à 
racton 
Gérard Roth, 
Michal Kurtyka 


En librairie ce mois-ci sa et LES NEWSUETTERS 


Tarek Zadé 


CRRRRRAEZ 


Finance 
des marchés 


Techniques quantitatives 
et applications pratiques 


Sébastien BOSSU 
Philippe HENROTTE 


Préface de Paul Wilmott 


DUNOD 


Les graphiques des pages 42, 46 et 190 sont reproduits 
avec l'autorisation de Bloomberg Finance L.P. 
© 2007 Bloomberg Finance L.P. AIl rights reserved. Reprinted with permission. 


d'enseignement supérieur, provoquant une 
baisse brutale des achats de livres et de 
revues, au point que la possibilité même pour 
les auteurs de créer des œuvres 
nouvelles et de les faire éditer cor- 


Le pictogramme qui figure ci-contre 
mérite une explication. Son objet est 
d'alerter le lecteur sur la menace que 
représente pour l'avenir de l'écrit, 
particulièrement dans le domaine 


DANGER 


de l'édition technique et universi- 
taire, le développement massif du 
photocopillage. 
Le Code de LA propriété intellec- 


rectement est aujourd'hui menacée. 
Nous rappelons donc que toute 
reproduction, partielle ou totale, 
de la présente publication est 


interdite sans autorisation de 
l'auteur, de son éditeur ou du 
Centre français d'exploitation du 
droit de copie (CFC, 20, rue des 
Grands-Augustins, 75006 Paris). 


LE PHOTOCOPLLAGE 
TUE LE LIVRE 


tuelle du 1°" juillet 1992 interdit 
en effet expressément la photoco- 
pie à usage collectif sans autori- 
sation des ayants droit. Or, cette pratique 
s'est généralisée dans les établissements 


© Dunod, Paris, 2008 
ISBN 978-2-10-053615-3 


Le Code de la propriété intellectuelle n'autorisant, aux termes de l'article 
L. 122-5, 2° et 3° a}, d'une part, que les « copies ou reproductions strictement 
réservées à l’usage privé du copiste et non destinées à une utilisation collective » 
et, d'autre part, que les analyses et les courtes citations dans un but d'exemple et 
d'illustration, « toute représentation ou reproduction intégrale ou partielle faite 
sans le consentement de l'auteur ou de ses ayants droit ou ayants cause est 
illicite » (art. L. 1224). 

Cette représentation ou reproduction, par quelque procédé que ce soit, constitue- 
rait donc une contrefaçon sanctionnée par les articles L. 335-2 et suivants du 
Code de la propriété intellectuelle. 


Préface 


ARMI les révolutions, celle qui a eu lieu en finance au cours des 

trente dernières années peut ne pas sembler spectaculaire. C'était 

une révolution laborieuse, menée par les plus improbables des 
révolutionnaires : les mathématiciens. Néanmoins, son impact sur les 
marchés financiers et le monde entier est considérable. Il n’y a pas si 
longtemps, les marchés financiers étaient gouvernés par des hommes 
d’âge mûr titulaires de licences en histoire, aux costumes taillés sur 
mesure et couverts de pellicules. À leur place, nous trouvons 
aujourd’hui des docteurs en physique tout juste sortis d’école, habillés 
en jeans et conduisant des Ferrari. 


Le recadrage de la finance du champ des sciences sociales vers celui 
des sciences dures a commencé avec Paul Samuelson, puis Fischer 
Black, Myron Scholes et Robert Merton. Suite à ce changement, et en 
raison des importantes récompenses financières accordées par la City et 
Wall Street, le nombre de prétendants à la course a explosé. Et tout ce 
monde a besoin d’apprendre le sujet aussi vite que possible. C’est ici 
que le livre de Bossu et Henrotte intervient, enseignant avec clarté et 
concision l’ensemble des notions fondamentales en finance quantita- 
tive, sans rentrer inutilement dans les détails techniques. Vous y 
apprendrez les concepts théoriques, outils et vocabulaire de base sans 
être submergé d’équations impénétrables ni de considérations théori- 
ques sybillines. 
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Mais Bossu et Henrotte ont une responsabilité éminente face à 
autant d’argent placé dans les mains de scientifiques fraîchement émou- 
lus. Lorsqu'on éduque un public dans ce domaine, il faut toujours 
rappeler que la finance n’est pas vraiment une science dure — qu’un 
modèle qui a fonctionné pendant dix ans peut cesser de fonctionner à 
tout moment et causer une catastrophe financière à l’échelle planétaire. 
Apprenez donc les outils du métier dans ce livre, mais appréciez égale- 
ment l'expérience des auteurs : c’est la pratique qui rend parfait, pas la 
théorie. 


Paul Wilmortt, juillet 2005 
Traduit de la préface à l'édition anglaise. 


Avant-propos 


REMIER ouvrage à compiler rappels théoriques et exercices corrigés, 

Finance des marchés est conçu comme complément d’un cours de 

finance des marchés au niveau mastère. Il sera également utile aux 
praticiens débutants ou souhaitant remettre à jour leurs connaissances 
théoriques. Il fait par ailleurs l’objet d’une traduction en langue anglaise 
sous le titre Finance and derivatives. 


De notions élémentaires sur les taux d’intérêt jusqu’à la valorisation 
des options en passant par la théorie du portefeuille, nous avons 
souhaité couvrir l’essentiel des connaissances pratiques et théoriques du 
domaine, tout en restant accessibles aux néophytes. Les seules notions 
prérequises correspondent à un premier cycle universitaire scientifique 
ou une classe préparatoire économique et commerciale. Aucune 
connaissance préalable en finance n’est nécessaire, hormis une compré- 
hension des principes économiques couverts par la presse généraliste. 
Les lecteurs souhaitant réviser leurs connaissances en probabilités et 
analyse de fonctions de plusieurs variables trouveront des chapitres à cet 
effet en Annexe. 


Nous avons dû effectuer certains choix sur l’étendue des concepts à 
aborder et le niveau de sophistication mathématique à employer. Notre 


1. Publiée chez John Wiley and Sons. 
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approche a été de nous concentrer sur les principes fondamentaux tels 
que l'arbitrage ou le profil de rentabilité-risque ; les concepts clefs tels 
que le rendement ou les lettres grecques ; et les méthodes numériques 
majeures telles que les arbres binomiaux ou les simulations de Monte- 
Carlo. Nous nous sommes efforcés de maintenir les rappels de cours 
aussi concis et directs que possibles, tout en couvrant un nombre 
important de résultats fondamentaux illustrés par des exemples 
concrets. Les démonstrations et concepts avancés sont abordés dans les 
exercices de difficulté supérieure, identifiés par un astérisque (*). 


Le résultat forme une séquence de dix chapitres par ordre de diffi- 
culté croissante, que nous conseillons de lire l’un après l’autre : 


° les chapitres 1 et 2 couvrent la valeur-temps des flux financiers et 
correspondent à un cours fondamental de finance ; 


° les chapitres 3 et 5 introduisent les obligations, les principes d'arbi- 
trage et de rentabilité-risque, habituellement enseignés dans un cours 
fondamental avancé ; 


* les chapitres 4 et 6 introduisent les produits dérivés et leur valorisation, 
habituellement enseignés dans un cours fondamental avancé ou un 
électif ; 

° les chapitres 7 et 8 couvrent la valorisation et la gestion avancées des 
produits dérivés, et correspondent à un électif de niveau intermédiaire 
ou un cours fondamental de finance quantitative ; 


° les chapitres 9 et 10 introduisent la modélisation financière en temps 
continu, normalement enseignée dans un électif avancé ou un cours 
fondamental de finance quantitative. 


Nous espérons que ce livre constituera une base utile et solide pour 
les étudiants et les praticiens. Nous continuerons d'améliorer les 
éditions successives et apprécions à ce titre les commentaires de nos 
lecteurs. 
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CHAPITRE | 
Taux d'intérêt 


Rappels théoriques 


La mesure du temps 


En finance, l’unité de temps la plus courante est l’année, peut-être 
parce qu'il s’agit d’une unité que tout le monde croit bien connaître, 
mais qui est en réalité source de confusions, donc de profits pour les 
individus mieux informés. Combien y a-t-il de jours dans une année ? 
365. Mais faut-il en considérer 366 si l’année est bissextile ? Quelle 
fraction d’année représentent six mois : 0,5 ou 182/365 (sauf, encore, 
si l’année est bissextile) ? 


Les marchés financiers adoptent des règlements et conventions pour 
répondre à ces questions. Le problème, c’est que ces conventions ne sont 
pas les mêmes selon les pays. Pire : dans un même pays, des conventions 
différentes s'appliquent parfois à des produits financiers différents. 


Nous laisserons donc au lecteur le soin de se familiariser avec ces 
conventions, et adopterons dans ce livre les règles ci-dessous, que les 
professionnels appellent 30/360. En pratique, il est important de 
remarquer que le premier jour commence à midi et le dernier finit à 
midi : il y a donc seulement une journée entière entre les 2 et 3 février 
2008. 
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Tableau 1.1 - Mesure du temps selon la convention 30/360 


Exemple : 
Opération Résultat du 15 janvier 2008 
au 13 mars 2011 
1. Compter le nombre N 3 (du 15 janvier 2008 
d’années entières. au 15 janvier 2011) 
2. Compter le nombre M/12 1/12 (du 15 janvier 2011 
de mois entiers restants au 15 février 2011) 
et diviser par 12. 
3. Compter le nombre J/360 28/360 (il y a 15 jours 
de jours restants (le der- du 15 au « 30 » février 2011 
nier jour du mois étant et 13 jours du « 30 » février 
le 30°) et diviser par au 13 mars 2011) 
360. 
Total N +M/12 3 + 1/12 + 28/360 
+7/360 =3,161111.. 


Grâce à ces règles, nous avons les mesures simplifiées suivantes : 


un semestre (semester) 0,5 année 


un trimestre (guarter) 0,25 année 


un mois 1/12 année 


71360 année 


une semaine 


1/360 année 


un jour 


EN PRATIQUE... 


La fonction Excel JOURS360(date début, date fin, VRAD compte le 
nombre de jours sur une base 30/360. 
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Taux d'intérêt 


Dans la sphère économique, on rencontre deux types d’acteurs dont les 
intérêts sont 4 priori OPPosés : 


° l’épargnant, qui a du capital et veut s’enrichir en dormant ; 


+ l’entrepreneur, qui n’a pas de capital et veut s'enrichir en employant 
le capital des autres. 


Le banquier permet de réconcilier ces deux intérêts et joue un rôle 
d’intermédiaire, en mettant à disposition de l’entrepreneur le capital de 
l’épargnant, et en assumant le risque de faillite. En échange de ce 
service, il exige de l’entrepreneur qu’il lui verse des intérêts à intervalles 
réguliers, dont il reverse une partie à l’épargnant après déduction de ses 
frais et commissions. 


Capital Prêt 
———_———?# —————#| 
Investisseurs Banque Entrepreneurs 
Intérêt Intérêt 
D TERP RE RTEEN ———_—_———} 
— frais 


Taux d'intérêt simple 


Si Z est le montant rotal des intérêts versés sur un capital X, le taux 
d’intérêt simple (gross interest) sur la période considérée est défini par : 


Exemples 
+ 10 € d'intérêts versés au bout d’un an sur un capital de 200 € donnent un 
taux d'intérêt annuel simple de 5 %. 


+ 10 € d'intérêts versés chaque année pendant cinq ans sur un capital de 
200 € donnent un taux simple à cinq ans de 25 %, soit cinq fois le taux 
annuel simple précédent. 
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Il faut retenir qu’un taux d’intérêt n’a pas de sens si la période 
n’est pas précisée : 5 % d'intérêts simples tous les six mois sont beau- 
coup plus lucratifs que tous les ans. 


Ce taux est dit simple, parce qu'il ne tient pas compte de la capita- 
lisation des intérêts, exposée ci-dessous. 


Capitalisation, taux d'intérêt composé 


À la question : « Combien d'intérêts touchez-vous au bout de deux ans 
sur un placement à 10 % par an ?», une proportion préoccupante 
d'individus répond d’un seul élan : « 20 % ». La réponse correcte est en 
réalité 21 %, car les intérêts produisent des intérêts. En effet, un bon 
petit capitaliste, plutôt que de dépenser inconsidérément les 10 % 
d'intérêts versés par la banque la première année, les réinvestira immé- 
diatement au taux de 10 % la deuxième année. Ainsi, son capital à 
l'issue de la première année se monte à 110 % du montant initial, sur 
lequel il recevra 10 % d’intérêts la deuxième année. Son taux d’intérêt 
simple sur deux ans est donc 10 % + 10 % X 110 % = 21 %. 


Plus généralement, en notant X'le capital initial et 7 le taux d’intérêt 
simple, nous pouvons dresser le tableau de capitalisation (compoun- 
ding table) à l'issue de chaque période : 


Tableau 1.2 - Tableau de capitalisation du capital X 
au taux 7 sur # périodes 


Période Capital Exemple : r = 10 % 
0 K 2 000 $ 
1 K(1+7 2 000 x (1 + 10 %) = 2 200 $ 
2 K(1 + n° 2 000 x (1 + 10 %)2= 2 420 $ 
n K{(1 +7)” 2 000 X (1 + 10 %)” 


Le montant total des intérêts accumulés à l’issue de 7 périodes est 
donc : 


1,=K(1+n"-K 
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Il est alors naturel de définir le taux d’intérêt composé (compoun- 
ded interest rate) sur n périodes correspondant à cette capitalisation : 


= (1+r)"-1 


LL °n 
Fr K 
Exemple 
Le montant total des intérêts accumulés au bout de 3 ans sur un placement 
de 2 000 $ à un taux semestriel simple de 5 % est : Z,= 2 000 (1 + 0,05)6 


— 2 000 = 680 $. Le taux d'intérêt composé sur 3 ans (6 semestres) est : 


16 — 34 %. 


L'unité de temps en finance étant l’année, nous adopterons la nota- 
tion rl pour indiquer un taux d’intérêt composé sur une période 
totale de T années (par exemple T= 1,5 représente un an et demi). 


Formule de conversion périodique 


Il est toujours possible de convertir sur une période voulue un taux 
d'intérêt sur une période donnée, grâce à la formule de conversion : 
1 1 
[T] 


HA M %, 
(+r = (+r °)2 


rl, rl étant ici les taux d'intérêt respectifs à 7, et T, années. 


Cette formule est utile pour convertir un taux composé sur une 
période différente de la période réelle de paiement des intérêts. Un bon 
moyen de la retenir est que, pour un investissement donné, toutes les 
expressions du type [1 + rlpériodel]fféquence 14 égales, la fréquence dési- 
gnant ici le nombre de périodes par an. 


Exemple 


Un placement au taux semestriel simple de 5 % équivaut à un placement 
au taux composé sur 2 ans de : 
2 


0,5 


PTE +5 %)% 212 21,55 % 


1. Les physiciens se souviendront que la fréquence est définie comme l'inverse de la 
période. 
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Annualisation 


L’annualisation consiste à convertir un taux d’intérêt donné en son 
taux annuel équivalent. Cette pratique quasi-systématique en finance 
permet de comparer directement la rentabilité des investissements lors- 
que les intérêts sont versés sur des périodes différentes. 


Dans cet ouvrage, sauf mention du contraire, tous les taux 
d'intérêt s’entendent sur une base annuelle ou annualisée. Grâce à 
cette convention, le taux d’intérêt composé sur 7° années est 
toujours de la forme : 


n T 
PES (LE ES oh, = 


Exemple 
Le taux annualisé correspondant à un taux semestriel de 5 % est : 
L 
T2 (145%) 1 = 1,051 = 10,25 % 


et nous retrouvons le taux composé sur 2 ans de l’exemple précédent : 


PT 2 (1 + 10,25 %}? — 1 = 21,55 % 


Actualisation 


« Time is money ». En finance, cette maxime de l’homme d’affaires a un 
sens très précis : un euro aujourd’hui vaut plus qu’un euro demain. 
Principalement, deux raisons peuvent être avancées : 


° l'inflation : l'augmentation des prix à la consommation implique 
une diminution du pouvoir d’achat d’un euro entre aujourd’hui et 
demain ; 


° les intérêts bancaires : un euro aujourd’hui produit des intérêts 
entre aujourd’hui et demain. 


Une fois ce principe acquis, l'étape suivante consiste à déterminer la 
valeur aujourd’hui d’un euro demain — ou, plus généralement, la 
valeur actuelle (present value) d’un montant perçu ou versé à une 
date future. 
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Valeur actuelle (present value) 


La valeur actuelle d’un montant C perçu ou versé à une date future 7° 
est calculée de sorte que sa capitalisation au taux d’intérêt r soit égale 
à C: VAX (1 +77 = C. Autrement dit : 
C 
ee 
T 
(1+7r) 


Exemple 


Une chaîne de supermarchés à l’habitude de payer ses fournisseurs avec 
3 mois de délai. Si le taux d’intérêt est de 5 %, la valeur actuelle d’une 
livraison aujourd’hui d’un million d’euros de marchandises payées dans 
3 mois est : 


1 000 000 
l+s%) 


Ainsi, la chaîne de supermarchés bénéficie implicitement d’un rabais de 
12 123 €, soit 1,21 %. 


= 987 877 


La notion d'actualisation (discounting) est au cœur de la logique 
financière : pour pouvoir comparer ce qui est comparable, le premier 
réflexe du financier est de rapporter toutes les sommes futures à leur 
valeur aujourd’hui. Aïnsi, un projet d’investissement rapportant un 
million d’euros dans dix ans ne vaut « que » 614 000 € environ si l’on 
retient un taux de 5 % par an. 


Exigence de rentabilité 


Dans la pratique, le choix du taux d’actualisation 7 approprié est un 
problème crucial du calcul de la valeur actuelle et dépend fortement du 
niveau d’exigence de rentabilité de chaque investisseur. L’exigence 
minimale pour tous les investisseurs est le taux d'intérêt pratiqué par 
des banques réputées infaillibles, telles que les banques centrales ou les 
trésoreries gouvernementales. En France, le taux généralement pris 
comme référence est le taux de rentabilité des Obligations Assimilables 
du Trésor (OAT) à 10 ans. En Europe, le 70-year Gil au Royaume-Uni 
ou le Bund en Allemagne sont utilisés. En Amérique, le /0-year US 
Treasury Note fait référence et en Asie, le 20-year ]JGB japonais. Cepen- 
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dant, un investisseur prenant plus de risques peut se permettre d’être 
plus exigeant et utiliser un taux d’actualisation supérieur pour effectuer 
ses calculs. En banque d’affaires, il n’est pas rare de rencontrer des taux 
d'actualisation de l’ordre de 10 % — 15 % par an pour évaluer la renta- 
bilité de projets risqués tels que le financement d’un film ou l'apport en 
capital initial d’une start-up Internet. 


Exercices 


Exercice 1 


Calculez en années le temps écoulé entre le 30 novembre 2008 et le 
1% mars 2010 sur une base 30/360. Quel est le taux annualisé d’un 
placement au taux simple de 10 % sur cette période ? 


Exercice 2 : compte d'épargne 


Vous placez 1 000 € sur un compte d’épargne le 1% janvier 2008. Le 
1% janvier 2009, la banque vous informe qu’elle a versé un total de 40 € 
au titre des intérêts 2008. 


1. Quel est le taux d'intérêt annuel de ce compte d’épargne ? 
2. L'année suivante, à combien s’élèveront vos intérêts ? 


3. À combien se seraient montés vos intérêts 2008 si vous aviez clôturé 
votre compte le 1° juillet 2008 ? Vorre banque calcule et paie vos inté- 
rêts tous les mois en fonction de votre solde courant. 


Exercice 3 


Il y a dix ans, vous aviez placé 500 £ sur un compte d’épargne. Le 
dernier relevé de compte fait apparaître un crédit de 1 030,52 £. 
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À combien s’élèvera votre épargne dans dix ans si le taux d’intérêt reste 
le même ? 


Exercice 4 : emprunt russe 


Vous êtes un financier réputé et votre crédit personnel vous permet 
d'emprunter jusqu’à 100 000 $ au taux de 6,5 % (avec un peu d’imagi- 
nation). Le taux d’intérêt annuel pratiqué en Russie est de 150 %. Le 
taux de change du rouble contre le dollar est de 25 RUB/USD, et vos 
analystes pensent que ce taux de change va rester stable l’année qui 
vient. Pouvez-vous imaginer un moyen de vous enrichir ? Analysez 
ensuite les risques que vous avez pris. 


Exercice 5 


Ordonner les taux d'intérêts suivants, du plus rémunérateur au moins 
rémunérateur : 


a) 6 % par an; 
b) 0,5 % par mois ; 
c) 30 % tous les 5 ans ; 


d) 10 % la première année puis 4 % par an les deux années suivantes. 


Exercice 6 : découvert 


Pour faire face à votre endettement, votre banque vous propose géné- 
reusement un découvert illimité dans le temps au taux de 17 % par an. 
Les intérêts sont calculés chaque mois et imputés au découvert. 


1. Quel est le taux d’intérêt composé effectivement pratiqué sur la 
période considérée si vous remboursez vos dettes avec intérêts au 
bout d’un mois ? de six mois ? d’un an et demi ? de cinq ans ? 


2. Tracez la courbe du taux y pratiqué à échéance x années. 


3. Au bout de combien d’années le montant des intérêts accumulés 
aura-t-il dépassé le montant de votre endettement initial ? 
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| 1 : . 
Exercice 7*° : taux d'intérêt continu 


Pour résoudre cet exercice, vous devez connaître la notion de limite de suites 
et de fonctions réelles. 


n 
1.Soit (x,) la suite de terme général: #, = (+1) (n>1). 
n 


Montrez que cette suite a pour limite e (nombre d’Euler : e= 2,71828). 
” 
Indications : = 2M* im h In (1+4) = In/(1). 
h—0 


2. Soit À, un compte d’épargne avec un taux d'intérêt annuel de 5 % 
fractionné en deux, c’est-à-dire versé en deux fois 2,5 %, à chaque 
semestre. Quel est le taux d’intérêt annualisé 7, effectivement 
pratiqué ? 

3. Généralement, soit À, un compte d’épargne avec un taux d’intérêt 
annuel de 5 % fractionné » fois. Déterminez le taux d'intérêt annua- 
lisé r, correspondant à ce placement. 


4. Déterminez la limite 7 de la suite (r,) quand » tend vers l'infini. 
Quelle signification peut-on donner à r ? 


Exercice 8 : actualisation 


En retenant un taux d'intérêt de 4% par an, quelle est la valeur 
aujourd’hui de : 


a) 100 000 € dans 1 an ? 
b) 1 000 000 € dans 10 ans ? 
c) 100 000 E il y a 10 ans ? 


Exercice 9 : exigence de rentabilité 


Après avoir longuement hésité, M. Smith, banquier d’affaires averti, a 
finalement renoncé à un projet d’investissement dont le coût était de 


1. L’astérisque désigne les exercices de difficulté supérieure, correspondant aux démons- 
trations et concepts avancés. 
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30 millions de livres sterling, et qui aurait potentiellement rapporté un 
milliard de livres dans vingt ans. Que pensez-vous de son exigence de 
rentabilité 7 ? 


Exercice 10 : la valeur aujourd'hui d’un euro demain 


Le 24 avril 2007, l'indice moyen du taux d’un placement/emprunt 
en euros j.-j. (Effective OverNight Index Average où Eonia), c’est-à-dire 
sur une période d’un jour entre les 24 et 25 avril 2007, s’est établi à 
3,83 %. Calculez la « valeur aujourd’hui d’un euro demain », c’est- 
à-dire la valeur actuelle d’un euro perçu le 25 avril 2007. 
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Solutions des exercices 


Exercice 1 
Tableau 1.3 
ou. Re Du 30 novembre 2008 

pe un. au 1° mars 2010 
1. Compter le nombre N 1 (du 30 novembre 2008 
d’années entières. au 30 novembre 2009) 
2. Compter le nombre M/12 3 /12 (du 30 novembre 2009 
de mois entiers restants au « 30 » février 2010) 
et diviser par 12. 
3. Compter le nombre J/360 1/360 (il y a un jour du 
de jours restants (le « 30 » février 2010 
dernier jour du mois au 1° mars 2010) 
étant le 30°) et diviser 
par 360. 

To N +M/12 il + 3102 + 1560 

à + J/360 = 1,252778.. 


D'après la formule de conversion : 


2 (1 +10 %)1/2252778 _ 1 2 7,90 % par an 


Exercice 2 : compte d'épargne 


1. Les intérêts étant versés au bout d’un an, le taux annuel simple est : 


2. Les intérêts produisant des intérêts, la banque versera la deuxième 
année 41,60 €, comme indiqué par le tableau de capitalisation ci- 


dessous (tableau 1.4). 
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Tableau 1.4 
Date Solde Intérêt 
1° janvier 2008 1 000 € - 
1° janvier 2009 1 000 x (1 + 4 %) = 1 040 € 40 € 
1° janvier 2010 1 040 X (1 + 4 %) = 1 081,60 € 41,60 € 


1/12 


3. D’après la formule de conversion, le taux mensuel rl] utilisé par la 


banque pour le calcul des intérêts mensuels est : 


eee 0 
En conséquence, le taux d'intérêt semestriel équivalent est : 
1/2] = (1+0,327 %)° 1 = 1,98 % 


L'intérêt versé au bout de 6 mois est donc 19,80 €, ce qui est légère- 
ment inférieur à 40 €/2 = 20 € en raison de l'effet de capitalisation. 
Nous aurions également pu calculer le taux d'intérêt semestriel 
directement : 


1/21 2 ne 1 = 1.98 % 


Exercice 3 


Le total des intérêts versés depuis dix ans est de 530,52 £. Le taux 
simple sur dix ans de ce compte d’épargne est donc : 


Ho] _ 530,5158 
500 


En supposant que le taux simple sur les dix prochaines années soit le 
même, la capitalisation sera de : 1 030,52 X (1 + 106,11 %) = 2 124 £. 


= 106,11 % 


Exercice 4 : emprunt russe 


C’est un fait indéniable : 150 % d’intérêt, c’est beaucoup mieux que 
6,5 % ! Mais vous n'allez pas pouvoir acheter la voiture de vos rêves 
avec des roubles (à moins d’être un fan de Lada). Comment avoir le 
beurre et l’argent du beurre ? 
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1. Emprunter 100 000 $ à 6,5 % remboursables dans un an. 
2. Convertir ce capital en 2 500 000 RUB. 
3. Placer les 2 500 000 RUB au taux de 150 % pendant un an. 


4. Au bout d’un an, récupérer 6 250 000 RUB, sans oublier de remer- 
cier les Russes. 


5. Convertir les 6 250 000 RUB en 250 000 $ au même taux de 
25 RUB/USD sans oublier de remercier vos analystes. 


6. Rembourser l’emprunt de 100 000 $ avec intérêts, soit 


106 500 $. 
7. Bilan des opérations : vous avez gagné 143 500 $! 


Le risque de change est le plus fréquemment cité dans l’analyse des 
risques de cette stratégie d’enrichissement. Or, il n’est pas le plus 
important : pour que les 6250 000 RUB ne permettent pas de 
rembourser votre emprunt de 100 000 $ et les 6 500 $ d'intérêts, il 
CANNES 

106 500 
RUB/USD. Une telle dépréciation du rouble n’est pas impossible mais 
peu probable d’après vos analystes. 


faudrait que le taux de change passe de 25 à 


En réalité, le premier risque encouru est le risque de défaut (faillite) 
de l’emprunteur russe, y compris s’il s’agit de la Banque Centrale : 
pensez-vous vraiment qu’une banque offrant un taux d'intérêt de 
150 % puisse tenir ses engagements pendant longtemps, naïf que vous 
êtes” 


Il existe encore un troisième risque, plus sournois : linflation. 
Toutefois ce risque est implicitement éliminé dans la mesure où, en cas 
de crise inflationniste en Russie, le rouble subirait immédiatement une 
forte dévaluation, ce qui est écarté dans Le scénario très optimiste de cet 
exercice : si le prix de la vodka flambe du simple au double à Moscou, 
il est improbable que les consommateurs new-yorkais acceptent de 
payer leur bouteille de vodka deux fois plus cher. Ainsi, dans l’éventua- 
lité d’une poussée inflationniste en Russie, la demande extérieure de 
vodka, poupées russes, thés spéciaux, etc. (les roubles en général) dimi- 
nuera, et la devise russe se dépréciera : il faudra moins de dollars pour 
acheter un rouble, c’est-à-dire plus de roubles pour acheter un dollar (le 


taux RUB/USD monte). 
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Exercice 5 


La formule de conversion permet d’annualiser chacun des taux propo- 
sés, d’où le classement : 


b>a>d>c 


(Dans le cas d, le principe de capitalisation donne un taux sur trois 
ans égal à : (1 + 10 %) X (1 + 4 %)°— 1 = 18,98 %.) 


Exercice 6 : découvert 


1. D’après la formule de conversion : 
1 
(1 + 24) = | +1700 
D'où. 
° HAL 1,32 % 
 r0512 8,17 % 
1112 26,55 % 
 l£ 119,24 % 
2. L’équation vérifiée par x et y est : 
CES SAS = tire 
Il s’agit d’une courbe exponentielle. 


DA Vo gran non 

EE 
y=1,17*—1 

IE 6 dream re 

AÈR PJ emma 


SRE 


0% 
0 2 4 6 8 
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3. Dire que les intérêts accumulés dépassent l'endettement initial 
revient à dire que les intérêts sont supérieurs à 100 % de ce montant. 
Le point x du dépassement est donc tel que y= 100 %, soit environ 
quatre ans et demi d’après la figure 1.1 (le calcul donne exactement 


— 2 441 ans). 
Ia 1,17 


Exercice 7* : taux d'intérêt continu 


1. En utilisant la forme exponentielle, on a, pour tout # 2 1: 


inf + 1) 
= n 
U, = € 


Or, pour tout #2 1 : 


ninfi4l) = = — 
n il 


En reconnaissant un taux d’accroissement, on obtient quand # tend 
vers l'infini : 


le la (+1) D) 
ñn 


NERO) 


Par composition des limites : 


lon 7, = 2 = & 
n — +oo é 
2. D’après la formule de conversion : (1 + 2,5 %)2 = 1 + r>, d'où : 


r = 5,06 %. 


3. De la même façon : 7, = É +2%) — 1. 
ñn 


4.En reprenant le raisonnement de la question 1, on obtient: 
, 5% 
r= mr,=e 
n — +oo 


—1=5,13 %.Il s’agit du taux d'intérêt annua- 


lisé correspondant à un compte d’épargne imaginaire sur lequel les 
intérêts seraient versés continûment pendant l’année, à chaque fraction 


16 


© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit 


CHAP. 1 TAUX D'INTÉRÊT 


de seconde. On dit que le taux de 5 % est continñment composé, ou 
plus simplement continu (cf. chapitre 9). 


Exercice 8 : actualisation 


Avec un taux d'actualisation de 4 %, les valeurs actuelles demandées 
sont : 


100 000 
(ANNE 
d) T7 A De 
b) VA = OT à 675 564€; 
(1+4%) 
o VA = OT 2 100 000(1 + 4%) ° = 148 024€ (il s'agit 
(1+4%) 


en réalité ici d’une capitalisation). 


Exercice 9 : exigence de rentabilité 


Le fait que M. Smith ait longtemps hésité avant de renoncer au projet 
permet de penser que la rentabilité de celui-ci est légèrement inférieure 
à l’exigence 7 du banquier d’affaires. On peut donc en déduire que, 
pour M. Smith, la valeur d’un milliard de livres sterling dans 20 ans 
actualisée au taux 7 est proche de, mais inférieure à, 30 millions de 


livres : 
30 000 000 = 1 000 000 000 
20 
(1+7r) 


Le 8 F2 AÙ V6. 


Exercice 10 : valeur aujourd'hui d'un euro demain 


Le 24 avril 2007, la « valeur aujourd’hui d’un euro demain » est : 


1 


VA = < = 0,999895603 


HSE va) 0 
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Critères classiques 
de rentabilité 


Rappels théoriques 


Taux de rentabilité, retour sur investissement 


Considérons un investissement de coût P dégageant un profit £ sur la 

période de #= 0 à s= T'considérée. 

+ Le taux de rentabilité simple (ROR: [gross] rate of return, ou 
encore ROI : return on investment) sur la période est défini par : 


ROR = Ë 
P 
Dans le cas d’un titre financier!, P= P, est le prix payé aujourd’hui 
et E est la différence entre la valeur finale P- et le prix initial P,, 
augmentée de revenus éventuels 7: 
ROR = oo 
0 


1. Cf. chapitre 3 pour une définition précise de ce terme. 
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Ainsi le taux de rentabilité simple généralise la notion de taux d'intérêt. 


Exemple 
| Le taux de rentabilité de 1 000 € placés à 5 % par an est de. 5 % sur un an! 


+ Le temps de retour sur investissement (TOR : rime of return) est 
défini comme l'inverse du taux de rentabilité simple : 


ll =? 
ROR E 

Le temps de retour sur investissement mesure le nombre de périodes 
de 7’ années qu’il faut attendre avant que la mise initiale P ne soit 
remboursée (« retournée ») grâce aux seuls profits Æ, dans l’hypothèse 
où ceux-ci restent constants et réguliers. Un temps de retour sur inves- 
tissement égal à 1 correspond à un temps d’attente de 7'années ; il suffit 
donc de multiplier le résultat par 7 pour l’exprimer en années. 


TOR = 


Exemple 


Le taux de rentabilité d’un investissement versant un revenu égal au capital 
initial au bout de 5 et 10 ans est de 200 % sur dix ans. Le temps de retour 
sur investissement est 1/2, soit cinq années. 


L'avantage de ces deux critères est leur simplicité de calcul. L’inconvé- 
nient est qu'ils ne prennent en compte qu’une seule période. 


La valeur actuelle nette (VAN) 


La première obsession du financier est bien entendu son argent. Sa 
deuxième obsession est l'argent des autres. Et son objectif principal 
peut être résumé en quelques mots : transférer une partie de l'argent des 
autres vers son portefeuille — c’est l’idée de flux financier (cash flow). 

Comme on ne peut pas gagner à tous les coups, certains flux sont posi- 
tifs (entrée dans le portefeuille), d’autres négatifs (sortie de portefeuille). 

Jusqu'ici, Le financier ne se distingue pas du comptable. Il y a cepen- 
dant une différence majeure : le comptable contemple les flux passés, 
tandis que le financier spécule sur les flux à venir!. 


1. Ce point de vue quelque peu partisan est cependant contredit par l'apparition à la fin 
des années 1970 de techniques de « comptabilité créative » visant à mieux refléter la 
valeur future de l’entreprise. 
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La première étape de l’analyse financière consiste à dresser le tableau 
des flux futurs d’un projet d'investissement : 


© Dunod -— La photocopie non autorisée est un délit 


Temps | 4 | # | … Année 2008 | 2009 | 2010 | 2011 
(31 déc.) 
Flux |F | EF, | … Flux (m£€) +100 | —150 | +200 | +500 
Cas général Exemple 


La deuxième étape consiste à actualiser les flux futurs, afin de calculer 
la valeur actuelle (PV : present value) du projet dans son ensemble, 
c’est-à-dire la somme des valeurs actuelles des flux individuels : 


_. F; VA = 9. rs —150 + 200 = 
Ain 1+10% (110%) (1+10%) 
=] r 
F; Fa + 0 = 458,71 m€ 

= + st) (1+10%) 

(1+7r) (1+7) 
Cas général Exemple 


Lorsque le coût d’investissement C est connu, la valeur actuelle 
nette (NPV : net present value) du projet est définie par sa valeur 
actuelle zette du coût initial, c’est-à-dire diminuée de C, : 


 É F F 
VAN = - CS —{} = Cyt dl à —2 à 


it) (54 tin” 
Nous pouvons alors distinguer trois cas : 
° VAN > 0: le projet est rentable (décision d’investissement). 
° VAN < 0: le projet est à perte (décision de rejet). 


° VAN = 0: le projet est neutre (décision indifférente, cas théorique). 


Exemple 


Dans l’exemple précédent, si le coût d’investissement est de 400 m£€ la 
valeur actuelle nette est de + 58,71 m€ : le projet doit être retenu. 


Le choix du taux d’actualisation 7 est comme toujours délicat, et 
rejoint la problématique de l’exigence de rentabilité de l'investisseur. 
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Le grand avantage de la VAN sur le taux de rentabilité ou le retour sur 
investissement est qu’elle est multipériodique. C’est le critère de base 
des professionnels pour évaluer un projet d'investissement. 


Le taux de rentabilité interne (TRI) 


Le problème du choix du taux d’actualisation peut être inversé en déter- 
minant le taux de rentabilité interne (IRR : snternal rate of return) 
: ) \ . es  * 
qui annule la VAN, c’est-à-dire le taux de rentabilité 7 correspondant 
au point neutre de la décision d’investissement. 
En termes mathématiques, le TRI est la solution r* de l’équa- 


tion VAN(n = 0, ze. : 
+ co FE. 
i=1(1+7r)" 


Exemple 


Le TRI du projet d'investissement donné précédemment en exemple est de 
14,26 %. À l’aide d’une calculatrice on vérifie en effet : 


_—. ne dm 4 200 
1+1426% (14+1426%)° (1+ 14,26 %) 
g = 500 jp 


4 
(1 + 14,26 %) 
Le TRI est un critère équivalent à la VAN. Il doit être comparé à 
l'exigence de rentabilité de l’investisseur pour déterminer si le projet 
doit être accepté ou rejeté 


EN PRATIQUE... 


Les fonctions VAN.PAIEMENTS et TRIPAIEMENTS d’Excel 
permettent de calculer la VAN et le TRI d’un tableau de flux. Ainsi, le 
TRI de l’exemple précédent est de 14,26 %. 

Pour avoir accès à ces fonctions, il est nécessaire d’activer l'utilitaire 
d’analyse en choisissant Macros Complémentaires dans le menu Outils. 
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Tableau 2.1 
CS PR VE RO D RS A RE NE CR 
_ 1 |Date O1-Jan-08  31-Dec-08 31-Dec-09 31-Dec-10  31-Dec-11 
| 2 |Flux (mé) 400 100 4150 200 500 
[31 


4 [VAN (10%) 58.71 TRI 14.26% 


Rae to) 


Autres critères 


De nombreux critères comptables sont également utilisés en finance 
pour évaluer la viabilité d’un projet d’investissement, en particulier 
l'acquisition d’une entreprise. Ces critères dépassent le cadre de ce livre. 
Nous citerons cependant le plus célèbre d’entre eux, qui n’est autre que 
le temps de retour sur investissement boursier dans une entreprise : le 
PER, ou Price-Earnings ratio, également rencontré sous la forme P/E 
puisque par définition : 
PER = _Priæ Prix de l’action 
Earnings Bénéfice net par action 

Une entreprise ayant un PER à égal 20 signifie que sa valeur bour- 
sière est égale à 20 années de bénéfices — autrement dit que le porteur 
de l’action devra attendre 20 ans avant de retrouver sa mise (en suppo- 
sant des bénéfices constants et entièrement redistribués en dividendes, 
ainsi qu’un prix de l’action constant). 


Les entreprises en forte croissance ont généralement un PER 
élevé : elles réinvestissent leurs profits dans leur activité pour soute- 
nir leur croissance, et distribuent peu de dividendes aux actionnaires. 
En retour, le prix de l’action a tendance à monter rapidement, et 
l'actionnaire peut être fortement rémunéré par la hausse du prix de 
l'action. 


Inversement, les entreprises ayant atteint leur maturité en termes de 
développement ont généralement un PER faible: elles n’ont pas 
besoin d’investir et sont alors censées distribuer largement leurs béné- 
fices aux actionnaires. Les dividendes deviennent réguliers et prévisi- 
bles et la valeur de l’action doit s’approcher de la valeur actuelle des 


dividendes. 
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Exercices 


Exercice 1 : taux de rentabilité 
et temps de retour sur investissement 


Calculez le taux de rentabilité annualisé et le temps de retour sur inves- 
tissement en années de : 


a) une action achetée 350 $ et que les analystes situent à 400 $ dans un 
an et demi, ne versant pas de dividendes ; 


b) un billet de loterie gagnant, acheté 10 € rapportant 20 € dans une 
semaine ; 


c) un titre acheté à sa valeur de 1 000 £, rapportant 100 £ l’an prochain, 
et dont la valeur diminuera de 5 % dans un an d’après les analystes. 


Exercice 2 : VAN et TRI 


Mlle Léclair vous propose d’investir dans un projet dont les prévisions 
de flux futurs sont données au tableau 2.2 : 


Tableau 2.2 


t (en années) 2 4 


Flux (en % du montant investi) — 10 +150 


1. Calculez la VAN avec un taux d'actualisation de 5 % par an puis un 
taux d’actualisation de 15 % par an. Commentez rapidement. 


2. Déterminez le TRI. 


3. Que pensez-vous de cet investissement ? 
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Exercice 3 : exigence de rentabilité 


M. Smith vous propose d’investir dans un projet dont les prévisions de 
flux futurs sont : 


Tableau 2.3 
Date Aujourd’hui Dans Dans Dans deux ans 
six mois un an et trois Mois 
Flux — 10 — 50 — 20 + 60 
(en m$) 


1. Quel est le prix maximum que vous êtes prêt à payer pour un tel 
projet, sachant que le taux d'intérêt de référence de la Réserve fédé- 
rale américaine est de 4 % par an ? 


2 À quel niveau M. Smith estime-t-il votre exigence de rentabilité ? 


Exercice 4*° : obligation perpétuelle, dividendes 
et valeur d'une action 


1. Déterminez la valeur actuelle d’un titre financier, appelé obligation 
perpétuelle, versant un flux annuel constant C'à perpétuité, en fonc- 
tion du taux d’actualisation r. Quel est le TRI d’un tel titre acheté 
100 $ et versant un flux de 5 $ tous les ans ? 


2. L'assemblée générale des actionnaires de l’entreprise Sky Inc. a décidé 
de verser un dividende de 3 € par action. Le PDG s’est également 
engagé à ce que les résultats futurs permettent à l'avenir d'augmenter 
les dividendes de 1,5 % tous les ans. Déterminez la valeur théorique 
de l’action Sky Inc. dans ce scénario si le taux d’actualisation est de 


4 % par an. 


1. L’astérisque désigne les exercices de difficulté supérieure, correspondant aux démons- 
trations et concepts avancés. 
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Exercice 5 : rentabilité et inflation 


Déterminez le TRI d’un investissement immobilier dans un appartement 
parisien acheté 425 000 € et loué 1 000 € par mois pendant 20 ans, puis 
revendu à sa valeur initiale : 


a) sans tenir compte de l'inflation immobilière ; 


b)avec une hypothèse de 2,5 % d'inflation par an (loyer et prix de 
revente.) Vous supposerez que ce taux est annualisé et s'applique à tous 
les loyers mensuels. 


Exercice 6 : effet d'annonce 


Nous sommes le 31 décembre 2007. Le cours de l’action de la société M. est 
de 150 €. Les analystes prévoient que le bénéfice par action de M. évoluera 
de la manière suivante sur les cinq prochaines années (tableau 2.4). 


Tableau 2.4 
2007 2008 2009 2010 2011 2012 
20 40 47 55 15 12 


Au-delà de 2012 les bénéfices seront négligeables d’après les mêmes 
analystes. 


1. Quel est le PER 2007 de M. ? 

2. Que vaut l’action M. pour un investisseur dont l’exigence de renta- 
bilité est de 10 % par an ? 

3. Déterminez une approximation de l'exigence de rentabilité du 
marché vis-à-vis de la société M. 


4. Lors d’une conférence de presse, les dirigeants de M. annoncent un 
plan dont le coût immédiat pénalisera le bénéfice par action 2008 de 
5 €, et qui améliorera les bénéfices de + 10 % à partir de 2010. 
Pouvez-vous quantifier la réaction du marché à cette annonce ? 
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Solutions des exercices 


Exercice 1 : taux de rentabilité 
et temps de retour sur investissement 


il 
DIE D 2 1429 %— n° Lo 
TOR = 1/9,31 % = 10,74 ans. 
360 
DEEE te ei) Fou 12 10100. 
TOR = 0 
DEA 


1 000 


Exercice 2 : VAN et TRI 

1. Calculs de la VAN : 

UNESC MSC, 

—————— + —————— 
1,05? LU. 

RNRR GE LS RE 


VAN sw = — Co = 14,33 % x Cy 


DNS = Ce =- 21,80 % x C, 


115" 1,15 


Avec une exigence de rentabilité faible (5 %) l’investissement semble 
alléchant. Avec une exigence de rentabilité forte (15 %) c’est tout le 
contraire ! L’exigence de rentabilité qui neutralise la VAN (alias TRI) se 
situe donc dans la fourchette 5 % — 15 %. 


2. Calcul du TRI : 
OM AC MISE 
se mn Vue 
(1+x) (1+x) 
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4 
_. ; ; L'Ex 
En multipliant les deux membres de cette équation par — Que ; 


nous obtenons : 0 


OO 0 
En posant y = (1 + x)” on retrouve une équation du second degré, 
dont la seule solution positive est : 


do 
_ EL LORS 11758 — x = 8,43 % 


3. Cet investissement offre un TRI de 8,43 % qui peut sembler attractif. 
Toutefois, l'intégralité des gains repose sur la réalisation du dernier 
cash-flow de 150 % du montant investi à horizon 4 ans. L’investisse- 
ment comporte donc un risque élevé de ne pas tenir ses promesses. 


1 


Exercice 3 : exigence de rentabilité 


1. En retenant une exigence de rentabilité minimum de 4 %, la valeur 
actuelle du projet est : 
50 . 20 . 50 


VA 0 = — 110) — 
Le ETES 


= 5,98 


Vous ne paierez donc pas plus de 5,98 m$ pour ce projet. 
2. Il s’agit du taux d’actualisation x qui rend la valeur actuelle de ce 


projet nulle, alias TRI : 


Q = = ji) = 1 ee 20 ak 0. 
NON CON Se 
À l’aide d’un solveur d’équation ou d’une feuille de calcul, on 
trouve:x—11,13%: 


Exercice 4* : obligation perpétuelle, dividendes 
et valeur d’une action 


1. La valeur actuelle d’un projet versant un flux annuel constant C à 
perpétuité est : 
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+o 
(on rappelle en effet que Ÿ° = L pour tout réel g tel que |g| < 1) 
= no 
= (1) 


Avec C=5 et Cj = 100, le calcul du TRI donne : 


00 2 = 0—#=5% 
Le 


2. Une action est un titre versant des dividendes chaque année. Si le 
dividende aujourd’hui est de 3 €, et si les dividendes futurs augmen- 
tent régulièrement de 1,5 % par an, alors on a le tableau de flux : 


Tableau 2.5 
Année 0 1 2 . 1 
Flux (€ | +3 | +3,045 | +3,091 | … | 3x(1+1,5 %) 


Avec un taux d’actualisation de 4 %, la valeur actuelle est : 


Exercice 5 : rentabilité et inflation 


a) Tableau de flux hors-inflation correspondant à cet investissement 
immobilier : 


2) 
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Tableau 2.6 
t (années) 0 1/12 7. 239112 20 
Flux (© | —425000 | 1500 7 1500 | 426 500 


Le TRI est la solution r* de l’équation : 


240 
425 000+ 1500, 425000 _ 
1 20 
i=1 A dE) 
(1+7r) 


D 240 240 
1 1 1—x 
et en remarquant que D x = x ; 
Gr de 


En posant x = ( 
=; 


nous avons : = I 


240 
1x 


2 000 0) 100. = 


— x 
En divisant les deux membres par (1 — 2%) et en réarrangeant les 
termes, nous obtenons : 


EN 625 000 _, __ 425 000 


Te, Do 0 


b) En tenant compte d’un taux d’inflation de 2,5 % par an, l'équation 


du TRI devient : 


= 0,9965 — r* = 4,32 % 


= é 0 : 


5 20 
a UNE EE } +425 000[ 125%) B 
Là 
i= I 


hr {À 


re 
1+2,5 % 
question a), dont la solution est R* = 4,32 %. En conséquence le TRI 
est : * = (1 + 4,32 %) X (1 + 2,5 %) — 1 = 6,93 D, ce qui est approxi- 
mativement égal au TRI hors-inflation augmenté de 2,5 %. 


En posant À = 1, nous retrouvons l’équation de la 
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Exercice 6 : effet d'annonce 


1. Calcul du PER 2007 : 


150 


Autrement dit l’action M vaut 7,5 fois les bénéfices 2007. 


2. Valeur de l’action M. pour un investisseur dont l'exigence de renta- 
bilité est de 10 % par an : 
SR  — —13422 
ESS RE En 
Cette valeur est en dessous du cours de 150 € : l'investisseur ne 
souhaitera pas investir dans M. 


VA = 


3. Exigence de rentabilité du marché vis-à-vis de la société M. : 


À l’aide d’un solveur ou d’une feuille de calcul, on trouve : r* = 5 %. 


4. Calcul de la valeur de M. en tenant compte de l'annonce et de 
l'exigence de rentabilité du marché : 


.. 12e GDS + 165 13,2 
LOS Se 05 0 10: 


Le prix de l’action devrait augmenter de 2,14 €. 


= 152,14 
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Obligations 


Rappels théoriques 


Marchés financiers 


Titres et portefeuilles 


Un titre financier (financial security) est un contrat où les parties 
échangent des flux financiers. Les aspects juridiques n'étant pas le sujet 
de ce livre, nous nous bornerons à la dernière partie de cette définition : 


« flux financiers. » 


Exemples 
+ Une action est un titre financier dont les flux correspondent aux dividen- 
des, versés habituellement chaque année. 


+ Un emprunt à taux fixe est un titre financier dont les flux correspondent 
au paiement des intérêts et au remboursement du capital. 


Un portefeuille de titres (security portfolio) est une combinaison 


de » titres financiers. Le flux d’un portefeuille à un instant # est égal à la 
somme des flux des titres à cet instant, pondérée par leurs quantités : 
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Tableau 3.1 — Portefeuille P de 10 000 titres A et 5 000 titres B 


Titre Quantité Temps (années) el AD) 
A 10 000 Cash flows À (Æ) 100 200 
B 5 000 Cash flows B (#) = 50 
Portefeuille P L Cash flows P (#) | 1000 000 | 2 250 000 
Valeur et prix 


La valeur d’un titre financier est un montant, positif ou négatif, qui 
résume l'enrichissement ou l’appauvrissement anticipé du détenteur du 
titre, sur la base des flux futurs. Il existe plusieurs méthodes de valorisa- 
tion donnant des valeurs différentes à un même titre. Lorsque ces flux 
sont certains, la méthode de valorisation standard est celle de la valeur 
actuelle vue au chapitre 2. 


Exemple 
Dans l'exemple précédent, la «valeur brute» du portefeuille P est 


3 250 000 £ (somme de tous les flux). Sa valeur actuelle est 3 195 765 Y 
avec un taux d'actualisation de 1 %, et 3 041 790 Y avec un taux de 4 %. 


Le prix d’un titre financier est un montant convenu entre deux 
parties en échange du titre. Le plus souvent, c’est l’acheteur du titre qui 
verse le montant, mais il arrive que le vendeur doive payer l’acheteur 
pour que celui-ci accepte de reprendre un titre causant des pertes. Il est 
important de noter que l’acheteur et le vendeur ne sont pas nécessaire- 
ment d’accord sur « la » valeur du titre et que, même dans cette hypo- 
thèse, rien ne les contraint à fixer un prix égal à la valeur. 


Exemple 


La gérante du portefeuille P pense que sa valeur est 3 195 765 Y (valeur 
actuelle avec un taux d’actualisation de 1 %). Cependant, tous les ache- 
teurs potentiels pensent que la valeur de P est 3 041 790 Y (valeur actuelle 
avec un taux de 4%). Pressée de vendre le portefeuille, la gérante le 
propose aux enchères. La meilleure offre de rachat est 3 000 000 Y. La 
gérante accepte l'offre et le montant de 3 000 000 Y devient à cet instant le 
prix de P. 
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Pour simplifier, la valeur relève du virtuel tandis que le prix relève du 
réel. Il faut savoir cependant que les professionnels ont largement 
tendance à ignorer cette distinction et à utiliser les deux termes indiffé- 
remment. Nous nous sommes efforcés de la respecter tout au long de ce 
livre. 


Marchés financiers 


Un marché financier est un lieu physique ou virtuel où l’on achète et 
vend des titres financiers. Les opérateurs de marché sont le plus souvent 
autorisés à vendre à découvert (short sell) des titres qu’ils ne possèdent 
pas!. Ceci permet aux différents opérateurs de faire à tout instant des 
paris à la hausse ou à la baisse, de sorte que la loi de l'offre et de la 
demande est vérifiée à chaque instant. Il est important de noter que 
vendre un titre à découvert équivaut à s’engager à en verser les cash 
flows à l'acquéreur. 


Exemple 


À la suite d’un communiqué de presse de la société Bust Inc. l'opérateur V 
pense que le prix de l’action Bust va baisser mais n’en détient aucune. Un 
acheteur potentiel À propose un prix 5 % moins élevé que la dernière tran- 
saction enregistrée. V décide de vendre à découvert des actions à A. Deux 
mois plus tard, Bust Inc. verse un dividende de 20 centimes par action à ses 
actionnaires. V étant à découvert, il doit verser ce montant à A. 


Arbitrage 


Un marché financier présente une opportunité d’arbitrage (arbitrage 
opportunity) lorsqu'on peut mettre en œuvre une stratégie d’achat et 
de vente de différents titres qui ne coûte rien et rapporte des gains stric- 
tement positifs et certains (aujourd’hui ou à une date future.) 


1. En pratique, un opérateur de marché qui a un découvert de 1 000 titres doit les réem- 
prunter au jour le jour auprès d’un autre opérateur de marché, jusqu’à ce qu’il les ait 
intégralement rachetés. Cet emprunt a un coût reflété par un taux d’emprunt-place- 
ment d'autant plus bas que le titre est rare. 
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Exemple 


Sur un marché coexistent au même prix de 99 € un titre CHER versant 
100 € dans 6 mois et un titre CHEAP versant 110 € dans six mois. Un 
investisseur peut alors s'enrichir indéfiniment en mettant en œuvre la stra- 
tégie d'arbitrage suivante (consistant à vendre ce qui est cher et acheter ce 
qui n’est pas cher) : 


Tableau 3.2 
Cash flows 
Opération Aujourd’hui Dans 6 mois 
Vente de CHER +99 € — 100 € 
Achat de CHEAP — 99 € +110 € 
Total 0 (coût nul) Doi 


Malheureusement, en finance comme dans la «vie réelle », les 
arbres ne montent pas au ciel, et les opportunités d’arbitrage sont 
extrêmement rares. C’est pourquoi la théorie financière fait systéma- 
tiquement l’hypothèse d'absence d’opportunité d’arbitrage sur les 
marchés financiers. En tout état de cause, une opportunité d’arbitrage 
ne peut exister sur un marché que pendant un laps de temps très 
court : si nous supposons que CHEAP et CHER coexistent au même 
prix, tous les investisseurs achèteraient CHEAP et vendraient CHER, 
de sorte que le prix de CHER baisserait tandis que celui de CHEAP 
augmenterait, jusqu’à ce que l'écart de prix ne permette plus d’arbi- 
trage. 


L'hypothèse d’absence d'opportunité d’arbitrage permet d’effectuer 
des raisonnements par arbitrage, équivalents financiers des raisonne- 
ments par l’absurde en mathématiques. 


Prix d'un portefeuille 


La distinction entre valeur et prix s'applique aux portefeuilles de titres. 
Toutefois, sous l’hypothèse d'absence d'opportunité d’arbitrage et de 


36 


© Dunod -— La photocopie non autorisée est un délit 


CHAP.3 OBLIGATIONS 


liquidité infinie’, le prix de non-arbitrage d’un portefeuille de titres est 
égal à la somme des prix des titres, pondérée par les quantités. Ce principe 
élémentaire est parfois appelé « loi du prix unique » ({zw of one price). 


Exemple 
Considérons un portefeuille P de deux titres À et B de prix unitaires 
respectifs 100 € et 50 €, dont les cash flows sont décrits dans le tableau 3.3. 


Tableau 3.3 
Prix Tem 
Titre Quantité | unitaire P : t=1l | #4=2 
(années) 
(€) 
A 2 100 Cash flows A (€) 10 110 
1 50 Cash flows B (€) 30 30 
2 250 (non- 
Portefeuille P 1 hi) Cash flows P (€) 50 250 


Le prix de non-arbitrage de P est alors de 250 €, comme le prouve le raison- 
nement par arbitrage ci-dessous. 

— Supposons en effet que P ait un prix X > 250 sur le marché. Tout inves- 
tisseur peut alors réaliser un arbitrage en vendant P à découvert au prix Xet 
en achetant deux unités de A et une unité de B au prix de 250 €, réalisant 
ainsi un profit X— 250 > 0 aujourd’hui sans aucun coût futur : 


Tableau 3.4 
Opération t=0 t=1 t=2 
Vente de P +X — 50 — 250 
Achat de 2 A — 200 + 20 + 220 
Achat de B — 50 + 30 + 30 
Total X-—250 >0 0 0 


1. Un titre est dit « liquide » lorsqu'on peut l’acheter ou le vendre en grandes quantités 
sans influencer son prix. Dans cet ouvrage, on fera toujours l'hypothèse que la liqui- 
dité des titres est infinie, autrement dit qu’on peut les acheter et vendre en n’importe 
quelle quantité. 
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— Inversement, si l’on suppose que P a un prix X < 250 sur le marché, tout 
investisseur peut réaliser un arbitrage en renversant les opérations et signes 
du tableau précédent. 

— En l’absence d'opportunité d’arbitrage, le prix de P doit donc être de 
250 €, soit la somme pondérée des prix de A et B. 


Obligations 


Obligations du Trésor 


Une obligation (bond) est un titre financier correspondant à un 
emprunt. Dès que l’on parle d'emprunt, se pose la question du 
remboursement. Ainsi, M. Smith préférera toujours prêter son argent à 
l'État plutôt qu’à sa tante Claudine qui a 85 ans et une mauvaise toux. 
Dans l'hypothèse malheureuse du décès de Claudine (en langage tech- 
nique, on dit plus poliment que l’emprunteur «fait défaut»), 
M. Smith n’a aucune garantie d’être remboursé ; et même si l’État peut 
également faire défaut, la probabilité d’un tel événement est incompa- 
rablement moins élevée. 


Nous ne considérerons dans ce livre que les obligations émises par 
l'État (le Trésor), et supposerons que leur risque de défaut est nul. 
Nous pouvons ainsi nous limiter aux trois caractéristiques quantitatives 
d’une obligation classique : 


° le montant nominal /V (par amount, principal amount où parfois 
nominal amount) : la somme empruntée ; 


+ la date d’échéance ou de maturité 7 (maturity date) : date à 
laquelle le nominal sera remboursé ; 

+ les coupons C;, C,, .…., C7: montants versés par l’emprunteur aux 
dates #,, #, .…, 1, correspondant à des intérêts sur le nominal. 


Les coupons sont le plus souvent identiques et exprimés en pourcen- 
tage du montant nominal. Lorsque le montant nominal est omis, celui- 
ci est conventionnellement fixé à 100. 
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Tableau 3.5 - Tableau Tableau 3.6 - Exemple 
de cash flow au 1° janvier 2008 : BTAN 3 % 
pour le détenteur 12 janvier 2011 
d’une obligation 
Temps| #, | # |. T Date |12-01-08112-01-09112-01-10)12-01-11 
Cash Flux 
nr CIC, Le IN+ Cr (€) +3 +3 +3 + 103 


Zéro-coupon 


Une obligation à coupon zéro (zero-coupon bond), ou encore un 
zéro-coupon, est une obligation qui ne verse pas de coupon : seul le 
nominal est reversé à échéance. Typiquement, les obligations émises à 
court terme (de maturité initiale inférieure ou égale à un an) sont à 
coupon Zéro. 


Marchés obligataires 


Les obligations sont échangées sur les marchés obligataires. À la date 
d'émission, le titre est vendu par l’État aux enchères sur le marché 
primaire, à un prix généralement proche de son nominal N. Une fois 
émis, le titre est échangé en permanence sur le marché secondaire, à 
un prix qui fluctue. À chaque date de coupon (généralement la date 
anniversaire de l’émission), celui-ci est « détaché » et les détenteurs 
reçoivent de l’émetteur le montant convenu. Enfin, à la date 
d'échéance, les détenteurs rendent le titre à l’émetteur en échange du 
remboursement du nominal A. 


Rendement obligataire 


L'analyse financière des obligations se résume essentiellement à deux 
problèmes : 


* comparer la rentabilité de deux obligations dont on connaît les prix 
(analyse de la valeur relative) ; 
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*_ valoriser une obligation dont on ne connaît pas le prix (analyse de la 
valeur absolue). 


L'approche classique, encore très utilisée dans la pratique, repose sur 
le concept de rendement. 


Taux de rendement (yield) 


Connaissant le prix ? d’une obligation, on peut calculer son taux de 
rentabilité interne (cf. chapitre 2), appelé taux actuariel ou taux de 
rendement (y£eld to maturity où simplement yseld) dans le langage 
obligataire. Le taux de rendement y d’une obligation est la solution de 
l'équation : 
C C 
D _—— + _—— +... + sets 
(+7) (1+»° (1 +7) 


On remarquera que si le taux y monte, le prix P doit baisser : 
« quand les taux montent, les prix baissent. » 


Exemple 


Sur le marché obligataire européen, une obligation de coupon annuel 5 % 
et maturité 5 ans a un prix de 99 €, tandis qu’une obligation de coupon 
annuel 3 % et maturité 3 ans a un prix de 95 €. Bien que l'obligation à 
5 ans soit plus onéreuse, son taux de rendement de 5,23 % est supérieur à 
celui de l’obligation à 3 ans, dont le rendement est de 4,83 %. On vérifie 
en effet : 


2 2 + ù +07 66 


1,0523 10523? 10523? 1,0523* 1,0523° 


3 à 4, 103 


To ; 7 
L0483 10483”  1,0483 


Êt: 


Courbe de rendement (yield curve) 


Les investisseurs obligataires préfèrent généralement les maturités cour- 
tes. Principalement deux raisons peuvent être avancées : 
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° le moindre risque de taux : le taux de rendement annuel y ne reflète 
exactement l’enrichissement de l'investisseur que si (a) l’investisseur 
peut réinvestir chaque coupon détaché au même taux y, et (b) l’inves- 
tisseur conserve l'obligation jusqu’à son échéance. Pour que ces 
conditions soient réunies, il faudrait que la banque centrale ne 
change pas son taux d’intérêt et l’inflation reste maîtrisée, auquel cas 
les taux de rendement des différentes obligations resteraient stables 
au cours du temps. Or, nous savons que la banque centrale change 
son taux d'intérêt en fonction de l’évolution de l’économie. En 
conséquence les prix et taux de rendement des obligations fluctuent 
et un investisseur préfère habituellement avoir des obligations de 
maturité courte dans son portefeuille pour éviter d’être paralysé à 
long terme avec, par exemple, un rendement de 4 % lorsque le taux 
d'intérêt à court terme est soudainement de 8 % ; 


* le moindre risque de défaut : bien que les obligations du Trésor 
aient un risque de défaut négligeable, ce risque est néanmoins plus 
élevé pour les maturités longues (par exemple 30 ans) que pour les 
maturités courtes. 


Inversement, les émetteurs ont habituellement une préférence pour 
les maturités longues, qui leur permettent d’étaler leur endettement 
dans le temps. La divergence entre la demande (les investisseurs) et 
l'offre (les émetteurs) se traduit par des rendements généralement plus 
faibles à court terme qu’à moyen et long termes. La courbe de rende- 
ment (yield curve) en fonction de la maturité, également appelée 
courbe des taux par termes (interest rate term structure), à donc 
typiquement une forme croissante. 


En pratique, il y a trois grands cas de figure correspondant à l'allure 
de la courbe de rendement : 


* courbe plate (flat curve) : y= r (où r est une constante.) Il s’agit en 
fait d’un cas théorique où tous les taux sont supposés identiques 
quelle que soit la maturité ; 


* courbe croissante (#pward sloping curve) : c'est le cas le plus 
courant, plus l'échéance est lointaine, plus les risques sont élevés et 
plus l’exigence de rendement du marché est importante ; 


* courbe décroissante (downward sloping curve) : on observe ce 
phénomène lorsque le marché anticipe une baisse des taux à l’ave- 
nir. 
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Source : Bloomberg Finance L.P. 
© 2007 Bloomberg Finance L.P. All rights reserved. Reprinted with permission. 


Figure 3.1 — Courbe de rendement des obligations 
du Trésor italien au 30 avril 2007 


Valorisation approchée 


Connaissant la courbe de rendement, on peut avoir une idée de la 
valeur approchée V d’une obligation de nominal N, maturité T'et 
coupons C,, C,, …., C7 dont on ne connaît pas le prix. Pour ce faire : 


*_interpoler linéairement les taux de rendement y,, y, des deux obliga- 
tions dont les maturités 7, < T'< T°, encadrent celle de l'obligation à 
valoriser : 


= nt U-T) 


F5= 7 
+ calculer la valeur actuelle des flux avec le taux interpolé : 
V = ni + Ga +... + ne 
_ : es = 
(1+7)° (+5? (1+7) 
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Exemple 

Sur le marché obligataire européen, une obligation de coupon annuel 5 % 

et de maturité 5 ans a un taux de rendement de 5,23 %, tandis qu’une obli- 

gation de coupon annuel 3 % et maturité 3 ans a un rendement de 4,83 %. 

Le taux de rendement interpolé à 4 ans est : 
- _ 4,83 % +5,23 % 
OR RON 


et la valeur approchée d’une obligation de maturité 4 ans et de coupon 
annuel 7 % est : 


= 5,03 % 


Y = 7 pur 7 =; 07 jjpde 
10503 (10503) (1,0503)° (1,0503)° 
_ 
_ 
Pal 
a. 
2 + 


an 3 ans 5 ans 7 ans 


Courbe de taux zéro, prix de non-arbitrage 


Les limites du taux de rendement 


Le concept de taux de rendement n’a qu’un mérite : celui d’induire les 
investisseurs crédules à penser que l’analyse obligataire est une affaire 
simple. Avec l'exemple ci-dessous, nous allons voir que la réalité est plus 
complexe. 


Considérons deux obligations fictives À et B émises par le Trésor 
américain, de maturité 2 ans, et de même nominal 1 000 $ ; l’obliga- 
tion À verse un coupon de 100 $ chaque année, tandis que l'obligation 
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B verse un seul coupon de 1 000 $ au bout de la première année. Le 
tableau de cash flow de ces obligations est : 


Tableau 3.7 
t 1 2 
A 100 1 100 
B 1 000 1 000 


Supposons que le prix de l’obligation A soit de 1 000 $ et celui de 
l'obligation B soit de 1 735 $. Laquelle doit-on conseiller d’acheter ? 


L'analyse classique nous dit de calculer et comparer les taux de rende- 
ment. Cependant le calcul donne : y, = yr = 10 %, autrement dit les 
deux obligations ont le même rendement. Cela signifie-t-il pour autant 
que nous devons être indifférents à l’achat de l’une ou l’autre 
obligation ? 

Pour nous aider à répondre à cette question, supposons de plus 
qu’un investisseur mieux informé a connaissance de l'obligation C de 
maturité 1 an, nominal 100 $, coupon zéro et prix 92 $. Pendant que 
les investisseurs crédules pèsent le pour et le contre entre les obligations 
A et B, cet investisseur mieux informé s’enrichit indéfiniment grâce à la 
stratégie d'arbitrage suivante (tableau 3.8). 


Tableau 3.8 
Cash flows 
Opération t=0 t=1 t=2 
Acheter B —1735 + 1 000 + 1 000 
Vendre 10/11° A + 909,09 — 90,91 — 1 000 
Vendre 9 C + 828 — 900 _ 
Total +2,09 +9,09 - 
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Cet exemple montre pourquoi l'analyse obligataire est plus complexe 
qu'un simple calcul de taux de rendement. En réponse, les techniques 
modernes se fondent sur l’absence d’opportunité d'arbitrage et définis- 
sent le concept de taux zéro. 


Courbe de taux zéro 


La courbe de taux zéro (zero-rate curve) est la version sans arbitrage 
de la courbe de rendement. Sur les marchés obligataires matures, tels 
qu'en France ou aux États-Unis, la courbe de taux zéro s’observe direc- 
tement grâce à un nombre suffisant de zéro-coupons cotés quotidienne- 
ment. Sur les autres marchés, la courbe de taux zéro se déduit des prix 
d'obligations classiques par le calcul, selon la méthode d’inférence que 
nous introduisons plus loin. 


Le taux zéro à échéance 7 correspond au taux de rendement d’un 
zéro-coupon à échéance T': 
1 


AT CA) -: 


où /V est le nominal et p(T) est le prix du zéro-coupon. 


Exemples 


+ Le taux zéro à 4 ans correspondant à un zéro-coupon de prix 90 est! : 
1007 
4)=|—| -1-+2,67% 
a. ( 90 ) É 


+ Sur le marché obligataire italien, la courbe de taux zéro est observable 
directement (figure 3.2). 


1. Rappelons que, lorsque le nominal n’est pas précisé, celui-ci est conventionnellement 
fixé à 100. 
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HELP> explications. P122 Comdty IYC 
<PAGE> pr plus info ou <MENU> pr liste courbes. 
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 Bid MATURITE ÆÉ-ÆÙ DATE 5/ 1/07 
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Source : Bloomberg Finance L.P. 
© 2007 Bloomberg Finance L.P. All rights reserved. Reprinted with permission. 


Figure 3.2 — Courbe de taux zéro du Trésor italien 
au 30 avril 2007 


Prix de non-arbitrage 


Connaissant la courbe de taux zéro z(f), nous pouvons déterminer le 
prix de non-arbitrage P d’une obligation de nominal N, maturité T'et 
coupons C» Ces Or 
c, c, N+C T 
1 = © + ——— + ,,,+ 


Gi) Gr)” (+20) 


Exemple 


Sur un marché obligataire européen, les taux zéro de un à cinq ans sont de 
3,20 %, 3,50 %, 3,64 %, 3,77 % et 3,79 % respectivement. Le prix de 
non-arbitrage d’une obligation de maturité 5 ans et coupon 5 % sur ce 
marché est alors : 

RS +10 2 105,4€ 
1032 1,035° 1,0364° 1,0377*  1,0379° 
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Cette formule généralise la formule de la valeur actuelle vue au chapi- 
tre 2 et peut s'appliquer à tout titre financier versant une série de » cash 


flows certains (F,) aux échéances futures #,, #, .…., #, : 


P 


n° 


n F 


l; 


j=1(1+2(+)) 


La preuve repose sur une simple décomposition des cash flows en un 
portefeuille de zéro-coupons (cf exercice 9). 


Calcul des taux zéro par inférence 


La courbe de taux zéro peut se déduire des prix des obligations dans 
l'hypothèse où il y a absence d’opportunité d’arbitrage. Il suffit pour 
cela de résoudre un système linéaire, à condition que toutes les dates de 
flux coïncident!. Nous illustrons par un exemple cette méthode de 
calcul dite « par inférence » (bootstrapping). 


Considérons trois obligations A, B, C de tableau de flux 


(tableau 3.9). 


Tableau 3.9 
Obligation | Prixàs=0 | Fluxàs=1 | Fluxàs=2 | Fluxàs=3 
A 111,41 10 110 — 
B 102,82 5 5 105 
C 88,90 — _ 100 


1. Dans la pratique, des titres différents sont utilisés pour déterminer la courbe de taux 
zéro et les dates de leurs cash flows coïncident rarement. On a communément recours à 
une interpolation linéaire entre deux dates proches pour résoudre ce problème. 
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On cherche à déterminer les taux zéro z(1), z(2), z(3) vérifiant : 


F 10 —— = 111,41 
1+2(1) (1+z(2)) 
> +de + — = 102,82 
1+2(1) (1422) (1+2(3)) 
— = 88,90 
| (1+2(63)) 
En notant x; = a _— on obtient un système linéaire familier : 
(1+2z(2)) 
10x, +  110x, = 111,41 
SX +, 5% +  105x; = 102,82 
+ +  100x,; = 88,90 
dont la solution est : 
x1 = 0,9704 
x) = 0,9246 
x3 = 0,8890 


D'où les taux zéros : 


Del 


X1 
1 1/2 
za) = (2) —-1=4% 
X) 
1 1/3 
«6 = (2) —1=4% 
X3 


Il est utile de remarquer que x,, x», x3, appelés facteurs d’actualisa- 
tion (discount factors), sont les prix des zéro-coupons de nominal 1 et 
d’échéances 1, 2 et 3 ans, respectivement. 
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Exercices 


Exercice 1 : rendement 


Déterminez le rendement annuel ou annualisé des obligations 
suivantes : 


a) Obligation À — maturité : 30 ans, coupon annuel : 5 %, prix : 100 €. 
b) Obligation B — maturité : 2 ans, coupon annuel : 6 %, prix : 106 £. 
c) Obligation C — maturité : 1 an, zéro coupon, prix : 95 $. 


d) Obligation D — maturité : 13 ans, nominal : 1 000 $, coupon semi- 
annuel : 50 $, prix : 1 000 $. 


Exercice 2 : courbe de rendement 
Interprétez la courbe de rendement suivante : 


À rendement y 


échéance T 


Exercice 3 : taux de rendement et taux de coupon 


« Au 1° janvier 2008, le taux de rendement à 3 ans est de 4 %. Je peux 
choisir entre une obligation d'échéance 15 novembre 2010 ayant un taux 
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de coupon de 3 %, et une obligation d'échéance 15 février 2011 ayant un 
taux de coupon de 4,5 %. Je dois acheter la seconde, car son taux de coupon 
est supérieur au rendement de marché de 4 %. » Commentez. 


Exercice 4 : valorisation approchée 


Nous sommes le 21 avril 2005. En utilisant la courbe de rendement ci- 
dessous, estimez la valeur d’une obligation de coupon 5 % à échéance 
15 août 2022. Le prochain coupon est détaché dans 116 jours puis 
annuellement pour les 17 coupons suivants (tableau 3.10). 


Tableau 3.10 


Maturité Rendement (%) 
14-07-05 2,8989 
13-10-05 3,1287 
31-03-06 3,3274 
31-03-07 3,5647 
15-02-08 3,697 
15-05-09 3,8451 
15-04-10 3,9303 
15-02-11 4,0035 
15-02-12 4,0852 
15-02-13 4,1647 
15-02-14 4,25 
15-02-15 4,2744 
15-02-20 4,5957 
15-02-25 4,7015 
15-02-31 4,6083 


Exercice 5 : arbitrage 


Sur le marché obligataire britannique, on peut acheter et vendre : 
° un zéro-coupon À de nominal 100 £, maturité 1 an, prix 90 £ ; 


° une obligation B de nominal 1 000 £, maturité 2 ans, coupons 


annuels 50 £, prix 945 £ ; 


° une obligation € de nominal 1 000 £, maturité 2 ans, coupons 
annuels 10 %, prix 990 £. 


50 


© Dunod -— La photocopie non autorisée est un délit 


CHAP.3 OBLIGATIONS 


Pouvez-vous déterminer une stratégie d’arbitrage qui ne vous coûte rien 
aujourd’hui et rapporte une somme strictement positive dans deux ans ? 


Exercice 6 : effet des dividendes sur le prix 


Tankai Corp. est une société dans le secteur des hautes technologies, 
dont l’action cote actuellement 10 000 Y à la bourse de Tokyo. Pour la 
première fois depuis la création de Tankai Corp., l’assemblée générale 
des actionnaires vient de voter le versement d’un dividende de 400 Y 
par action. Le dividende sera versé à tous les détenteurs de l’action à la 
clôture du marché, qui aura lieu dans 5 minutes. Pouvez-vous prévoir 
le prochain prix d’ouverture ? Choisissez l’une des réponses suivantes et 
justifiez votre choix : 


a) hausse de 4 % ; 
b) baisse de 4 % ; 
c) inchangé ; 


d) la réaction du marché est imprévisible. 


Exercice 7 : prix de non-arbitrage 


Nous sommes le 15 mai 2007. À l’aide de la courbe de taux zéro ci- 
dessous (tableau 3.11), calculez le prix de non-arbitrage d’une obliga- 
tion de nominal 500 €, de maturité 10 ans et de coupon annuel 6 %. 


Tableau 3.11 


Maturité Taux zéro (%) 
15-05-08 3,20 
15-05-09 3,50 
15-05-10 3,64 
15-05-11 3,77 
15-05-12 3,79 
15-05-13 3,97 
15-05-14 4,12 
15-05-15 4,26 
15-05-16 4,36 
15-05-17 4,42 
15-05-20 4,76 
15-05-25 4,80 
15-05-30 4,76 


51 


FINANCE DES MARCHÉS 


Exercice 8 : courbe de taux zéro 


Sur un marché, on peut acheter et vendre : 
* un zéro-coupon À de maturité 1 an au prix de 97 €; 


* une obligation B de maturité 2 ans versant un coupon annuel fixe, de 
rendement 4 %, au prix de 100 € ; 


° une obligation C de maturité 3 ans et de coupon 4 % au prix de 


95€. 


Déterminez les taux zéro à 1, 2 et 3 ans. 


Exercice 9* : formule du prix de non-arbitrage 


Soit À un titre financier versant trois flux annuels F,, F,, F,, et soient 
X, YŸ, Z les zéros-coupons à un, deux et trois ans respectivement, de 
nominal 1 et de prix respectifs P,, P;; P, 


1. Montrez que le prix de non-arbitrage de A est : 
P=PyF,+PyP+L3F, 


2. Retrouvez la formule du prix de non-arbitrage p. 47. 


Problème 1 - Sensibilité-prix, convexité 


Îl'est recommandé d'utiliser une feuille de calcul pour résoudre ce problème, 
et d'effectuer tous les calculs jusqu à la troisième décimale. 


Aux États-Unis, la courbe des taux zéro a la forme suivante 
(tableau 3.12). 


Tableau 3.12 


Maturité 
(années) 


Taux zéro | 7,5 % 8% 1825%/|825% | 8% 8% 17,75 % 


1. L’astérisque désigne les exercices de difficulté supérieure, correspondant aux démons- 
trations et concepts avancés. 
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On considère les trois obligations de nominal 100 $ suivantes 


(tableau 3.13) : 
Tableau 3.13 


Obligation Maturité Coupon annuel 
X 4 8 % 
Ÿ 7 9 % 
2 2 = 


1. Déterminez le prix de non-arbitrage de chaque obligation. 


2. La sensibilité-prix (D VO : dollar value of one basis point) d’une obli- 
gation est la différence de prix observée lorsque les taux augmentent 
tous de 1 point de base (soit 0,01 %). Calculez la sensibilité-prix de 
chaque obligation. 


3. Calculez le prix de chaque obligation dans chacun des scénarios 
suivants : 


a) une augmentation des taux de 10 points de base (+ 0,10 %) ; 
b) une augmentation des taux de 100 points de base (+ 1 %). 
4. Comparez vos résultats précédents à : 

a) 10 fois la sensibilité-prix ; 

b) 100 fois la sensibilité-prix. 


La sensibilité-prix est-elle un bon indicateur du risque de taux auquel 
sont exposées les obligations ? 


5. *En supposant que la courbe des taux z est « plate », et en utilisant un 
développement limité du second ordre par rapport à z, identifiez un 
indicateur secondaire du risque de taux d’une obligation. 


Problème 2 - Courbe de taux et anticipations 


La courbe des taux de la zone euro à court terme a la forme suivante 


(tableau 3.14). 
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Tableau 3.14 


Maturité 1 jour 1 semaine 2 semaines 1 mois | 2 mois 


Taux zéro | 2,78 % 2,77 % 2,75 % 2,992% | 3,08 % 


Le taux de référence de la Banque Centrale Européenne (BCE) est 
actuellement de 2,75 %. En résumé, c’est à ce taux que, chaque 
semaine, les principales banques privées peuvent emprunter du capital 
à la BCE sur une période de deux semaines. 


Le Conseil des gouverneurs de la BCE se réunira dans deux semaines 
et fixera éventuellement un nouveau taux À. 


1. D’après la courbe des taux et sans sophistication de calcul, pensez- 
vous que le marché anticipe : 


a) une baisse du taux de référence de 25 points de base (z.e. R = 2,5 %) ? 
b) aucun changement (1.6. R= 2,75 %) ? 

c) une hausse de 25 points de base (1.6. R= 3 %) ? 

d) une hausse de 50 points de base (7.6. R= 3,25 %) ? 

e) un autre scénario ? (Précisez) 


2. La banque Lezard Brothers a un besoin de trésorerie de 100 m € à 
couvrir sur le mois. Déterminez deux façons différentes de couvrir ce 
besoin et le coût d'emprunt de chaque méthode. L'une de vos expres- 
sions fera intervenir le taux R. 


3. Déduisez des résultats de la question précédente le taux R* anticipé par 
le marché. Ce taux est-il cohérent avec votre réponse à la question 1 ? 


4. L'agence de presse Fadeberg News vient de publier un sondage mené 
auprès des économistes des 30 principales banques privées de la zone 
Euro. Les résultats de ce sondage sont résumés ci-dessous (tableau 3.15) : 


Tableau 3.15 


Scénario Nombre de réponses 
Baisse de 25 points de base 0 
Taux inchangé 3 
Hausse de 25 points de base 21 
Hausse de 50 points de base G 
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Suite à ce sondage, Bernard Bull, trader chez Lezard Brothers, pense 
que le taux de 2,92 % à un mois est surévalué et vous propose (vous, le 
patron du #rading chez Lezard Brothers) d'engager la banque dans la 
stratégie suivante : 


— placer 100 m£€ à 2,92 % sur un mois ; 
— emprunter 100 m€ à 2,75 % pendant 2 semaines ; 


— dans 2 semaines, emprunter à nouveau 100 m£€ au taux À pendant 
2 semaines. 


a) Bernard vous présente sa stratégie comme une « super opportunité 
d'arbitrage. » Qu’en pensez-vous ? 


b) Déterminez, dans chacun des scénarios envisagés dans le sondage, les 
pertes ou les profits de cette stratégie. 


c) Donnez-vous votre feu vert à Bernard ? Z/ n'y a pas de réponse unique 
à cette question. 
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Solutions des exercices 


Exercice 1 : rendement 


a) 5 % (le rendement d’une obligation de prix 100 est toujours égal au 
taux de coupon). 


b) 2,87 %. 
Le taux de rendement est la solution y* de l'équation : 
in. —< UC, 
*Y (1+7) 


En posant x = , on obtient l'équation du second degré : 


106x° + 6x — 106 = 0 
D'où : 


JG? + 4 x 106 
Re 


2 x 106 


che D —1= 526%. 


d) 10,25 % (le prix de l'obligation D est égal au nominal, son rende- 
ment est donc égal au taux de coupon, soit 5 % par semestre, ce qui 
équivaut à (1 +5 %)2 — 1 = 10,25 % par an). 


Exercice 2 : courbe de rendement 


Cette courbe est un cas intermédiaire entre le cas croissant et le cas 
décroissant. Ce type de courbe apparaît lorsque le marché anticipe une 
baisse des taux à partir d’une certaine date future, mais pas dans 
l'immédiat. 


56 


© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit 


CHAP.3 OBLIGATIONS 


Exercice 3 : taux de rendement et taux de coupon 


Ce raisonnement confond taux de coupon et taux de rendement. Le taux 
de coupon est fixé définitivement à l'émission de l'obligation. Le taux de 
rendement est déterminé en fonction du prix de l'obligation, lequel fluc- 
tue jusqu’à maturité ; il correspond au taux de coupon d’une obligation 
qui serait émise aujourd’hui à un prix de 100. Seul le taux de rendement 
permet de décider approximativement si une obligation est «bon 
marché » ou non, car il tient compte à la fois du prix et du taux de coupon. 


Dans cet exemple, le taux de rendement à 3 ans est de 4 %. Les deux 
obligations considérées (15 novembre 2010 et 15 février 2011) ayant 
une maturité très proche de 3 ans, leur rendement sera normalement 
très proche de 4 %, indépendamment de leur taux de coupon. On ne 
peut cependant rien conclure sans connaître le taux de rendement exact 
de chaque obligation. 


Exercice 4 : valorisation approchée 


Le taux de rendement des obligations dont la maturité est la plus 
proche du 15 août 2022 sont : 


Tableau 3.16 


Maturité Rendement (%) 
15-02-20 45957 
15-02-25 4,7015 


Le 15 août 2022 étant équidistant de ces deux dates de maturité, le 
taux interpolé est simplement la moyenne des taux de rendement 
respectifs : 


EL o5700 7015 


y z = 4,65 % 
La valeur approchée de l'obligation est donc : 
ce 5 5 105 … 
Ve MCD Ce CT ce Ne 
l0e Dis 1,0465 9° 
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Exercice 5 : arbitrage 


Exemple de stratégie d’arbitrage ne coûtant rien aujourd’hui et rappor- 
tant une somme strictement positive dans deux ans : 


Tableau 3.17 


Obligation Prix Flux à s=1 Flux à :=2 
A 90 100 = 
B 945 50 1 050 
C 990 100 1 100 
Acheter 2 C, vendre 2 B et 1 A 0 0 100 > 0 


Exercice 6 : effet des dividendes sur le prix 


Le marché doit réagir par une baisse du cours de Tankai Corp. de 400 Y 
soit 4 %, sous peine d'arbitrage. En effet, supposons que le prochain 
prix d'ouverture S soit au-dessus de 9 600 Y ; on peut alors suivre la stra- 
tégie d'arbitrage suivante : 


Tableau 3.18 


Opération Cash flow 
Acheter l’action juste avant la clôture du marché — 10 000 Y 
Percevoir le dividende + 400 Y 
Vendre l’action dès l'ouverture du marché le lendemain +5 
Solde des opérations S—-9600Y>0 


Dans le cas où S < 9 600 Y il est également possible d’effectuer un 
arbitrage en renversant les opérations et les signes des cash-flows. 
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Exercice 7 : prix de non-arbitrage 
Prix de non-arbitrage de l’obligation : 


P = URI ne 


1,032 1 035? 1,0442 ° 


Exercice 8 : courbe de taux zéro 


On veut déterminer z(1), z(2), z(3) tels que : 


f 100 | 
Ier 0) di 
nie 4 = — — 100 
1+z(1) (1+z(2)) 
4 4 . 104 " 


+ 
EEE CON 5) ne 0). 


> . . N . . o 
L'approche classique consiste à introduire la notation 


1 à ot TE 
X;, = —————— pour retrouver un système linéaire familier. Toute- 
(+z()) 
fois, il est ici possible de résoudre chaque équation l’une après l’autre : 
f 100 
= 97 = z(1) = 3,09 

ee 97 = z(1) = 3,09 % 

ne 

il + 3,09) 0% (1+2z(2)) 

0 


| 1+309% (1:402%) (1+2(3)) 


Exercice 9*: formule du prix de non-arbitrage 


1. Le titre À peut manifestement être décomposé en un portefeuille des 
trois zéro-coupons X, YŸ, Z en quantités F,, F,, F, respectivement. 
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Sous l'hypothèse d'absence d'opportunité d’arbitrage et de liquidité 
infinie, le prix de non-arbitrage de ce portefeuille est : 


P=PyE+PyB+2,E 
2. En notant z(1), z(2), (3) les taux zéro à un, deux et trois ans respec- 


tivement, nous pouvons réécrire le prix de non-arbitrage de A de la 
manière suivante : 


__ F, ” F3 E . nu 
CCE NT m0) 


Il s’agit de la formule de la page 47 dans le cas où # = 3. 


Problème 1 - Sensibilité-prix, convexité 


1. Prix de non-arbitrage de chaque obligation : 


e RU 8. 8 _ None 
1,075 108 1,0825° 1,0825 
Dee 2 + 2 = 2 + + 
1075 108 1,0825° 1,0825° 1,08” 1,08 
AURTLe 
1,0775 
P, = 2. = 68,058 
1,08 
2. Sensibilités-prix DV01,;, DV01,;; DVO01 ; de chaque obligation : 
DV et 0 


10751 10801” 1,0826°  1,0826 
— 99,227 — 99,260 = — 0,033 


DVOI y = + —— + + 106,175 
DO O0 1,0776 

= 106,120 —106,175 = — 0,055 
100 


DYUI— : 
1,0801 


— 68,058 = 68,027 — 68,058 = — 0,031 


GO 
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3. Prix des obligations dans chacun des scénarios : 

a) P,-baisse de 32,7 cents (de 99,260 $ à 98,933 $). 
Pybaisse de 54,4 cents (de 106,175 $ à 105,631 $). 
P; baisse de 31,4 cents (de 68,058 $ à 67,744 $). 

b) P,-baisse de 3,206 $ (de 99,260 $ à 96,054 $). 
Pybaisse de 5,277 $ (de 106,175 $ à 100,90 $). 
P, baisse de 3,065 $ (de 68,058 $ à 64,993 $). 

4. Comparaison des variations de prix précédentes : 


a) à 10 fois la sensibilité-prix : 


Tableau 3.19 


Obligation | DV 0110 Variation de pris Diféence 
x — 0,33 1027 — 0,003 
Y — 0,55 — 0,544 — 0,006 
7 20 _ 0,314 + 0,004 

b) à 100 fois la sensibilité-prix : 
Tableau 3.20 

Oblisaton | DVO1 100. Variation de pris Différence. 
x 5h — 3,206 — 0,094 
Y ES 7 — 0,223 
7 1 _ 3,065 _ 0,035 
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La sensibilité-prix multipliée par le nombre de points de base de varia- 
tion de taux est une bonne approximation de la variation de prix d’une 
obligation dans le cas d’un faible mouvement de taux. Cette approxi- 
mation est cependant moins bonne lorsque le mouvement de taux est 
important, et l’on peut remarquer que dans ce cas la variation de prix 
est moindre que celle prévue par la sensibilité-prix. 
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5*.Un développement limité d’ordre 2 du prix P d’une obligation par 
rapport à z donne : 


dP 


oo (0) 
0z 


P(&+  P(x)+ — 


(2 
= 


l 2 
—Ô 
(2) L; 
Avec Ô = 0,01 %,ona: 
DVOI(z) = P(z+0,01 %) — P(z) = 0,01 % x (2) 
z 


+ 1{0,01 %)° x ŸPe, 
2 2 


Comme 0,01 % est très proche de 0, le terme du second degré est 


négligeable et on a : DV01(z) = 0,01 % x (2) , 1e. : 


d(;) = DVO1(2) x 10 000 
oz 


Nous pouvons donc réécrire le développement limité de la manière 
suivante : 


dP 


eo) He) 1000 0 D IC) Lot) 
5—0 2) D 


Par exemple, pour ô = 1 %,ona: 


2 
te 


P(z+1 %)— P(z) = 100 x DVO1 SF 
(3+ 1%) -P(2) CT 


Cette équation permet de mieux comprendre l’observation empiri- 
que de la question précédente : la DV O1 n’est une bonne approxima- 
tion de la variation de prix que lorsque le mouvement de taux est faible. 
Lorsque le mouvement est fort, le terme de second degré entre en jeu. 
Dans le jargon obligataire, ce terme est appelé convexité et constitue 
un indicateur secondaire de sensibilité d’une obligation au risque de 
taux. 
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Problème 2 - Courbe des taux et anticipations 


1.Il est tentant de considérer que, puisque le taux à échéance 
2 semaines est de 2,75 %, et que celui à 1 mois est de 2,92 %, le 
marché anticipe une hausse de 2,92 % — 2,75 % =0,18 % entre 
2 semaines et 1 mois. Il y aurait donc une majorité de participants 
en faveur d’une hausse de 25 points de base. 


Ce raisonnement est faux car il ne tient pas compte du fait que le 
taux de 2,92 % couvre également la première période de 2 semaines. 
Ainsi, si la BCE n'augmentait ses taux que de 25 points de base, un 
investisseur pourrait s'enrichir en plaçant à 2,92 % sur un mois financé 
par un emprunt à 2,75 % sur les deux premières semaines (gain de 
+ 0,17 %) puis à 3 % sur les deux suivantes (perte de — 0,08 % seule- 
ment). 


Si le marché favorisait le scénario d’une hausse limitée à 25 points 
de base seulement, de nombreux investisseurs seraient séduits par la 
stratégie précédente, la demande pour les placements à un mois 
augmenterait ce qui ferait baisser le taux de 2,92 % à un niveau moins 
attractif. L’énoncé du problème ne mentionnant pas de tendance de 
marché, nous devons conclure que le taux de 2,92 % est un point 
d’équilibre impliquant un scénario de hausse entre 25 et 50 points de 
base. 


2 


° 1" méthode: Lezard Brothers emprunte 100 m€ sur 1 mois à 
2,92 %. Le coût de l’emprunt est : 

1 

100 000 000 X (1 + 2,92 %) ” — 100 000 000 = 240 136,21 € 

+ 2° méthode : Lezard Brothers emprunte 100 m£€ sur 2 semaines à 
2,75 % et reporte cet emprunt avec intérêts sur les 2 semaines 
suivantes au taux À, quel qu’il soit. Le coût de l’emprunt par cette 


méthode est : 
à ù 
> x (1 + R)7* — 100 000 000 
1 


= 100 113 100,02 X (1 + Fe — 100 000 000 


100 000 000 X (1 +2,72 % 
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3. Les deux méthodes identifiées précédemment répondent au besoin 
de trésorerie de 100 m€ de Lezard Brothers. Le taux À* rendant 
indifférent au coût de l’une ou l’autre méthode est : 


_. _ 240 136,21 


24 
= ) = 090 
100 113 100,02 


Ce taux, qui est entièrement déterminé par les données du marché 
obligataire, s’interprète communément comme l’anticipation moyenne 
qu'ont les investisseurs du taux qui sera décidé par la BCE dans 
2 semaines. Autrement dit, le marché anticipe une hausse entre 25 et 
50 points de base, ce qui est différent de la réponse « naïve » à la 
question 1. 


4. a) Notons tout d’abord que l’analyse de Bernard n’est pas rigou- 
reuse car son besoin d'emprunt dans deux semaines sera de 
1 
100 000 000 x (1 + 2,75 %)/* = 100 113100,02€ au lieu de 
100 m€. Le tableau de flux de la stratégie de Bernard est 


précisément : 


Tableau 3.21 


Opération | Aujourd’hui) Dans 2 semaines Dans 1 mois 


Placer 100 m€ 
42,926 —]00mE€ — + 100 240 136,21 € 


un mois 


Emprunter 
100 m€ 
à 2,75 % pendant 


2 semaines 


+100m€ |-—100 113 100,02 € = 


Dans 2 semaines, 
emprunter 1 
100 12100026 = +100 113 100,02 € |— 100 113 100,02 x (1 + R)* 
au taux R pendant 
les 2 semaines 
suivantes 


+ 100 240 136,21 
Total 0 0 5 
— 100 113 100,02 x (1 + R) 
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Pour que la stratégie de Bernard soit un arbitrage au sens strict, il faut 
qu'elle n’ait jamais aucun coût et produise un bénéfice certain. Or, il est 
clair que le signe du cash flow dans 1 mois dépend de la variable incer- 
taine À. La stratégie de Bernard comporte donc des risques qui doivent 
être analysés. 


b) Pertes ou profits engendrés dans chacun des scénarios : 


Tableau 3.22 


Scénario a) —25 bp b) inchangé c) + 25 bp d) + 50 bp 


Profit/Perte | + 23 980,93 € | + 13 808,25 € | + 3 659,26 € | — 6 466,16 € 


La stratégie de Bernard produit un faible profit de 3 659,26 € dans le 
scénario de consensus (hausse de 25 points de base), mais présente un 
risque de perte deux fois plus importante de 6 466,16 € dans le cas 
d’une hausse de 50 points de base. 


c) Pour savoir si le jeu en vaut la chandelle, on peut par exemple calcu- 
ler l'espérance de gain en utilisant les résultats du sondage 


(tableau 3.23) : 


Tableau 3.23 
Scénario a) — 25 bp b) inchangé c)+25bp | d)+50 bp 
Profit/Perte | + 23 980,93 € | + 13 808,25 € | + 3 659,26 € | — 6 466,16 € 
Fréquence 0% 10 % 70 % 20 % 


Espérance = 2 649,07 €. 


D’après ce calcul, il est tentant de mettre en œuvre la stratégie de 
Bernard. Nous pouvons cependant objecter que l’ordre de grandeur des 
pertes ou profits (milliers d'euros) de cette stratégie est sans mesure avec 
celle des sommes employées (centaines de millions d'euros). Pour géné- 
rer des profits conséquents, il faudrait multiplier les montants par un 
facteur élevé, par exemple 100 fois. Un tel effet de levier multiplierait 
également les risques de pertes, ce qui peut poser problème. 
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Produits dérivés 


Rappels théoriques 


Introduction 


Un produit dérivé (derivative security) est un titre dont la valeur 

dépend de celle d’un autre titre, appelé actif sous-jacent (#nderlying 
1 

asset) . 


Exemple 


\ 


Un contrat d’achat de 1 000 onces d’or dans un mois, à un prix fixé à 
l'avance de 450 $ l’once, est un produit dérivé dont l’actif sous-jacent est 
l’once d’or. En effet, si le prix de l’or monte depuis son niveau actuel de 
400 $ et dépasse les 500 $ dans un mois, l’acheteur aura fait une bonne 
affaire (il achète à 450 $ un actif valant 500 $ sur le marché). Ainsi la valeur 
de ce contrat augmente avec le prix de l’actif sous-jacent (et inversement 
diminue si le prix baisse). 


1. D’un point de vue technique tout objet ayant une valeur marchande est un actif finan- 
cier, ce qui couvre aussi bien les titres (actions, obligations.) que les actifs matériels 
(bien immobiliers...) ou immatériels (marque, propriété intellectuelle.…..). Cependant, 
le terme « actif » étant communément utilisé en finance comme synonyme de « titre », 
nous emploierons ces deux termes indifféremment dans cet ouvrage. 
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Par souci de simplicité, nous nous limiterons à l’étude des produits 
dérivés sur un seul actif sous-jacent. De manière plus formelle, si l’on 
note D, la valeur du produit dérivé à l'instant #2 0, et S, celle de l’actif 
sous-jacent, alors il existe une fonction fdu temps et de S telle que : 


D,=fGS) 
Exemple 


En notant 7 = = = 0,0833 l'échéance du contrat sur l'or de l’exemple 


précédent, on peut écrire : 

Dy=(S7- 450) x 1 000 
Notamment, si le prix de l’once d’or monte à 500 $ à #= T, la valeur du 
contrat ce jour-là est D,.= 50 000 $, correspondant au bénéfice que l’ache- 


teur réaliserait en revendant immédiatement les 1 000 onces d’or au prix de 
500 000 $. 


En général, il est difficile de déterminer une formule analytique de 
D,=f(, $) à un instant s quelconque. Des hypothèses économiques 
doivent souvent être formulées, en premier lieu l'absence d'opportunité 
d'arbitrage. Fort heureusement, la théorie de valorisation des produits 
dérivés constitue l’un des domaines les plus actifs et fructueux de la 
recherche économique et financière depuis trente ans, et ses conclu- 
sions sont largement reconnues et mises en pratique. L'objectif de ce 
livre est d’en introduire les principaux résultats. 


Il existe deux grandes classes de produits dérivés : 


+ les contrats à terme (forward contracts et futures\), où deux parties 
s'entendent pour s’échanger un actif à un prix et une date fixés à 
l'avance. C’est le cas du contrat d’achat de 1 000 onces d’or donné en 
exemple plus haut ; 


1. Dans la terminologie financière anglo-saxonne, les futures, qui sont des titres cotés en 
Bourse, sont distingués des contrats forward, qui sont conclus en dehors des marchés 
boursiers (« marché de gré à gré » ou OTC : over-the-counter). Du fait des dispositifs de 
paiement spécifiques aux marchés réglementés (appels de marge ou margin calls), on 
observe des différences de prix plus ou moins significatives entre ces deux catégories, 
notamment sur les échéances longues. Dans cet ouvrage, nous ferons néanmoins 
l'hypothèse que, à caractéristiques identiques, les prix des forward et des futures sont 
égaux. 
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* les options, où l’une des parties acquiert Le droit, mais non l’obliga- 
tion, d'acheter ou de vendre à l’autre partie un actif à un prix et une 
date fixés à l’avance. Ce droit donne habituellement lieu à une prime 
payée immédiatement au vendeur de l'option; cette prime est 
comparable à des frais d’assurance. 


Il existe également des produits dérivés plus complexes, dits produits 
dérivés exotiques (exotic derivatives), que nous rencontrerons en 
exercice. 


Bien qu’il soit théoriquement concevable de créer des produits déri- 
vés perpétuels, en pratique tous les produits dérivés cessent d’exister 
après une date terminale appelée date de maturité (maturity date), 
date d’expiration ou encore date d’échéance (expiry date). La valeur 
du produit dérivé à la date de maturité s'appelle la valeur à échéance 


(payoff). 


Les contrats à terme (forward contracts) 


Les caractéristiques d’un contrat à terme (forward contract) sont les 
suivantes : 


* l’actif sous-jacent S, qui sera échangé à terme (échéance) ; 


* la date d'échéance 7, ou de maturité, qui est la date à laquelle l'actif 
sous-jacent sera échangé (ou « livré ») ; 


+ le prix de livraison K (delivery price ou strike'), qui est le prix 
auquel Le sous-jacent sera échangé. 


Dans ce livre, nous noterons FC, la valeur du contrat à l'instant du 
point de vue de l’acheteur à terme. Il est clair que le vendeur à terme vit 
dans un monde symétrique où la valeur est — FC. Nous suivrons égale- 
ment l’usage d’exprimer la valeur FC, pour une unité d’actif sous-jacent 
(par exemple une once d’or). 


1. Par abus de langage, la terminologie des options, exposée plus loin dans ce chapitre, est 
souvent utilisée dans la littérature des contrats à terme. Ainsi le prix de livraison est 
souvent appelé prix d’exercice ou strike. 
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Valeur à échéance (payoff) 


La valeur à échéance (payoff) d’un contrat à terme est : 
FCr = Sr K 
Rappelons que, pour le vendeur, la valeur à échéance est : 

Cette formule correspond simplement à la perte ou au profit de 
l'acheteur à l'échéance T': en effet, l’acheteur reçoit une unité d’actif 
sous-jacent, de valeur S, contre le paiement du prix de livraison X'au 
vendeur. On remarquera que cette perte ou ce profit est latent(e) au 


sens où, pour la ou le réaliser, l’acheteur devrait immédiatement reven- 
dre l’actif sous-jacent sur le marché. 


EC, Tec. 
Sr-K EK 
Sr 
= ST K 
K 
K-Sr 
=K 
Figure 4.1 — Valeur à échéance T Figure 4.2 — Valeur à échéance T 
pour l’acheteur d’un contrat pour le vendeur d’un contrat 
à terme à terme 


Prix de non-arbitrage 
Nous nous intéressons à présent à la valeur FC, du contrat à un instant 


t < T'quelconque, et notamment à la valeur FC, aujourd’hui. Comme 
nous l’avons dit précédemment, la valorisation des produits dérivés est 


70 


© Dunod -— La photocopie non autorisée est un délit 


CHAP. 4 PRODUITS DÉRIVÉS 


souvent délicate et nécessite de modéliser le comportement de l'actif 

sous-jacent. Dans le cas des contrats à terme, cependant, une telle 

modélisation n’est pas nécessaire car un nombre réduit d’hypothèses 

ermet de déterminer un prix de non-arbitrage. 

P 8 
Supposons que : 

° l'actif sous-jacent ne verse pas de revenu! (tels que des dividendes sur 
action, ou des coupons) ; 

* les investisseurs peuvent placer et emprunter des capitaux à échéance 
T'au taux r ; 

° il y a absence d'opportunité d’arbitrage sur les marchés, la liquidité 
des titres est infinie, et la vente à découvert est réalisable. 

Le prix de non-arbitrage à £=0 d’un contrat d’achat à terme est 

alors : 


__K 
(1 #4 


Cette formule se généralise aisément à un instant # quelconque (cf. 
Exercice 6). 


FC, = S- 


Exemple 
Le prix d’une once d’or est de 400 $ et le taux zéro à échéance 1 mois est de 
5 %. Le prix de non-arbitrage d’un contrat d’achat dans un mois d’une 
once d’or au prix de livraison 450 $ est : 

=— 48,17 $ 


450 
(+5%) 77 
Ce prix négatif signifie que l’acheteur doit recevoir du vendeur un paie- 


ment initial de 48,17 $ par once d’or à la signature du contrat à terme pour 
que la transaction soit équitable. 


FC, = 400 - 


La preuve de cette formule repose sur un raisonnement par arbi- 
trage. 


1. Cette hypothèse est relâchée au Problème 1. On notera que dans le cas de l’or donné 
en exemple, des intérêts en or sont en fait versés ; nous ignorerons cet aspect pratique 
par souci de simplicité. 
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* Supposons que FC > Sç — ee , Soit encore : 
(1+7r) 
FC + > So 
(1+7r) 


On peut alors mettre en œuvre la stratégie d’arbitrage suivante 


(tableau 4.1) : 


Tableau 4.1 
Opération Cash flow à t= 0 Cash flow à 1=T 
Acheter aujourd’hui LS : 
lactif sous-jacent D 
Vendre aujourd hui + FC, _ FCr=K-Sr 
le contrat à terme 
Emprunter 
aujourd’hui 
J K DS X(1+7r) d 
au taux r Es 7 (1+7r) 
(1 + r) a r) —1— K 
jusqu’à la date = T 
Vendre Pactif sous- 
jacent = +57 
à la dater =T 
K 
Total FC + —S,>0 0 
(1+7r) 


Notons qu’une telle stratégie est parfaitement « couverte » puisque 
l’arbitragiste possède le sous-jacent au moment de sa revente à terme. 


L E K . 
° Supposons à présent que FC, <S,-— ——— soit encore: 
(1+7r) 
K A 
FC + ———,<S,. On peut à nouveau mettre en œuvre une stra- 


(1 +77 


tégie d'arbitrage (tableau 4.2) : 
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Tableau 4.2 
Opération Cash flow à t= 0 Cash flow à 1=T 
Vendre aujourd’hui 
0 . +S = 
Pactif sous-jacent 
Acheter aujourd hui Ne EGr= SR 
le contrat à terme 
Placer aujourd’hui 
: re: XL 
au taux 7 _ K l+7r 
A+ G+n° =+K 
jusqu’à la dates =T 
Vendre l'actif 
sous-jacent _ Sr 
à la date: = T 
K 
Total SPC = > 0 0 
(1+7r) 


Notons qu’une telle stratégie, où l’on vend le sous-jacent dès 
aujourd’hui, n’est possible que si l’arbitragiste possède déjà le sous- 
jacent à #= 0 (cas d’une mine d’or ou d’une banque centrale ayant des 
réserves, par exemple), ou si la vente à découvert est réalisable. 


Prix à terme (forward price) 


Dans la pratique des contrats à terme, il est d’usage que les signataires 
ne s’échangent aucun flux financier initial, ce qui revient à dire que le 
contrat a une valeur nulle à la date = 0. Ceci est possible en fixant un 
prix de livraison X* de telle sorte que S, — 0, z.e. : 

(1+7r) 


K'=S(1+7) 


Ce prix de livraison est appelé prix à terme (forward price) du sous- 
jacent à échéance T, par opposition au prix initial $, qui est appelé prix 
courant (spot price). Le prix à terme, que nous noterons }Æ, ou 
F(0 ; T), ne doit pas être confondu avec le prix final S7 à la date 
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d'échéance #= 7° F4 est en effet fixé à la date #= 0 selon les conditions 
du marché, tandis que S- est inconnu jusqu’à la date #= 7’ et n’a 
aucune raison d’être égal à F, à cette date. 


Exemple 
Le prix spot d’une once d’or est de 400 $ et Le taux zéro à échéance 1 mois 
est de 5 %. Le prix à terme de l’once d’or à échéance 1 mois est : 
F, = 400 x (1+ 5%) "7 + 401,63 $ 


Il s’agit du prix de livraison équitable pour que l’acheteur et le vendeur 
n'aient pas de paiement initial à s’échanger à la signature du contrat. 


Les options « vanille » 


Définitions et notations 


° Une option d’achat européenne (European call) sur un actif 
donne le droit, mais non l'obligation, d’acheter cet actif à un prix et 
une date fixés à l’avance. 


+ Une option de vente européenne (European put) sur un actif 
donne le droit, mais non l'obligation, de vendre cet actif à un prix et 
une date fixés à l’avance. 


° Une option d’achat américaine (American call) sur un actif donne 
le droit, mais non l'obligation, d'acheter cet actif à un prix et jusqu'à 
une date fixés à l’avance. 


* Une option de vente américaine (American put) sur un actif donne 
le droit, mais non l'obligation, de vendre cet actif à un prix et jusqu'à 
une date fixés à l’avance. 


Ces quatre catégories d’options sont en pratique regroupées sous le 
terme d’options vanille (plain vanilla options), par opposition aux 
options exotiques dont le fonctionnement est plus complexe (cf. plus 
loin, exercices). 


Nous adopterons les notations suivantes tout au long de ce livre : 


*_Æ': prix d’exercice (exercise price ou strike), correspondant au prix 
auquel l’actif sous-jacent sera échangé si l’option est exercée ; 
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+ T': échéance (expiry) ou maturité (maturity), correspondant à la 
date à laquelle, ou jusqu à laquelle, l'actif sous-jacent sera échangé si 
l'option est exercée ; 

US R > : z 
c, C, : valeur à la date # d’un cal] respectivement européen et 
américain ; 

+ p, P°° : valeur à la date s d'un pr r tivement européen et 
Ps P,  : valeur à la date # d’un put respectivement européen e 
américain. 

Comme pour les contrats à terme, nous suivrons l’usage d'exprimer 
la valeur d’une option pour wne unité d’actif sous-jacent, du point de 
vue du détenteur de l’option. 


Valeur à échéance (payoff) 


Une option peut être conçue comme un contrat forward partiel au sens 
où le détenteur « gagne à tous les coups ». Considérons par exemple une 
option d’achat européenne d’une once d’or dans un mois, à un prix fixé 
à l'avance de 450 $. Soit S-le prix de l’or dans un mois. À cette date, le 
détenteur de l’option a le choix d’exercer ou non son droit d’acheter 
l'actif sous-jacent : 


+ s’il exerce son option d’achat, son gain relatif est S$-— 450 (> 0 sil 
s’agit d’un profit, < 0 s’il s’agit d’une perte) ; 
° s’il n'exerce pas son option d’achat, il ne réalise ni gain ni perte. 


Il est clair qu’un individu rationnel n’exercera cette option d’achat 
que s’il réalise un bénéfice, autrement dit si S7-— 450 Z 0. Le payoff de 
ce call est donc : c7= max (0 ; S7-— 450). 


Plus généralement, la formule du payoff d’un call ou put européen de 
strike Ket maturité T'est : 


° pour le call: c7= max (0 ; SK); 
° pour le put: p7= max (0 ; K—S;). 
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Visuellement : 


Gr max(S--— K, 0) 


K Fi 


Figure 4.3 — Valeur à échéance 
du call européen 


Parité call-put 


PT 


max(K— Sy, 0) 


K Sr 


Figure 4.4 — Valeur à échéance 
du put européen 


Les puis et calls européens de mêmes caractéristiques (sous-jacent $, strike 
K, maturité 7) vérifient la relation de parité call-put (put-call parity) : 


K 


DU nee 


(1 En. 


Autrement dit : « call moins put égale contrat forward ». Il est impor- 
tant de retenir que la relation de parité call-put ne s’applique pas aux 
options américaines. La preuve de cette formule est laissée à l’exercice 8. 


La relation de parité call-put signifie qu’un call européen est effecti- 
vement « la moitié » d’un contrat forward, l'autre moitié étant un put 
vendu, comme l’illustre le schéma ci-dessous. 


Figure 4.5 — Parité call-put : acheter un call 
et vendre un put revient à acheter un contrat forward 
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Exercices 


Exercice 1 : « on gagne à tous les coups » 


« La valeur d'un produit dérivé est toujours positive. » Commentez avec 
des exemples. 


Exercice 2 : prix forward et prix du forward 


Microshita Corp. est une société en pleine expansion dans le secteur 
informatique, dont les bénéfices sont réinvestis intégralement chaque 
année, de sorte qu’elle ne verse aucun dividende à ses actionnaires. Son 
action a un prix spot de 5 200 Y à la bourse de Tokyo. Le taux d'intérêt 
sans risque est de 1 % par an pour toutes les échéances. 
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1. Calculez le prix forward de l’action Microshita Corp. à échéance 
1 an. 


2. Calculez le prix d’un contrat forward sur l’action Microshita Corp. 
de maturité 6 mois et de strike 5 000 #. 


Exercice 3 


Représentez la valeur à échéance de la stratégie consistant à acheter une 
once d’or et vendre un contrat à terme sur une once d’or. Pouvez-vous 
déterminer le coût de cette stratégie aujourd’hui ? Précisez vos hypothèses. 


Exercice 4 : stratégies d'options 


Toutes les options considérées dans cet exercice sont européennes. 
Représentez la valeur à échéance des stratégies suivantes : 
a) « short put » : vendre un put ; 


b) « covered call» : vendre un call et acheter une unité d’actif sous- 
jacent ; 
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c) « stradale » : acheter un put et un call de mêmes caractéristiques 
(sous-jacent, strike, échéance) ; 


d) « synthetic short forward » : acheter un put et vendre un call de mêmes 
caractéristiques. Que remarquez-vous ? 


Exercice 5 : réplication de stratégies 


En achetant et vendant uniquement des calls européens de mêmes sous- 
d 

jacent S et maturité 7, pouvez-vous constituer des stratégies ayant les 

payoffs suivants ? 


Figure 4.6 Figure 4.7 


Exercice 6*: prix de non-arbitrage du contrat forward 
à un instant t quelconque 


Généralisez à un instant # < 7'quelconque les formules du prix de non- 
arbitrage FC, du contrat forward et du prix forward F., 


Exercice 7 : taux de change forward 


Sur le marché des changes, le taux de change spor de l’euro est de S 
dollars (ze. on échange 1 euro contre S dollars). La courbe des taux de 
la zone euro est plate à zu, celle de la zone dollar est plate à 7ys: 


1. En partant d’un euro aujourd’hui, déterminez deux façons différen- 
tes d'obtenir des dollars dans un an par des opérations de placement 
ou emprunt dans chaque devise, et des opérations de change sur les 
marchés spot ou forward. À l’aide d’un argument d’arbitrage, démon- 
trez que le taux de change forward à un an de l’euro est : 
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2. revu = 2%, rus= 4%, S= 1,30 $ contre 1 €. Quel est le taux de 
change forward à un an de l’euro ? à deux ans ? 


3. Interprétez vos résultats en termes d’appréciation ou de dépréciation 
du dollar. Trouvez au moins un argument économique justifiant une 
telle évolution, et un argument économique réfutant cette évolution. 
En supposant que les arguments « pour » et « contre » auront le même 
poids sur l’évolution du taux de change, quelle est votre meilleure 
prévision de ce taux dans un an ? Pouvez-vous imaginer un moyen de 
vous enrichir si cette prévision était vérifiée ? S'agit-il d’un arbitrage ? 


Exercice 8 : raisonnements par arbitrage 


Démontrez les relations suivantes à l’aide de raisonnements par arbi- 
trage et des hypothèses économiques page 71. Tous les produits dérivés 
considérés ici ont mêmes caractéristiques (sous-jacent S, maturité T, 
strike K). 


a) Pour tout instant 4 0 £<#<T:6,<S,; 
K 
b) 2 So — RE 
(1+7r) 
do SK 


d) co — po = FC (parité call-put). 


Exercice 9* : option exotique 


Un exemple d’option exotique est le European call on a call, qui est une 
option d’achat européenne dont le sous-jacent est un call européen sur 
un actifs. 


1. Soit 7, la maturité du call on a call, T,, celle du call sous-jacent. Que 
pouvez-vous dire des cas suivants : 


a)T,>T,; 
ce) Ti < T2? 


1. L’astérisque désigne les exercices de difficulté supérieure, correspondant aux démons- 
trations et concepts avancés. 
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2. Comment est modifiée la relation de parité call-put dans le cas d’un 
call on a call et d’un put on a call? 


Problème 1 - Revenu ou coût de portage : cas discret 


On considère un marché sur lequel (i) les investisseurs peuvent placer 

et emprunter au taux annuel r à toutes les échéances, (ii) il y a absence 

d'opportunité d’arbitrage, (ïi) la liquidité est infinie, et (iv) la vente à 

découvert est réalisable. 

1. Démontrez à l’aide d’un raisonnement par arbitrage que si S, est le 
prix spot d’un actif qui verse un revenu 7 à la date T < T, alors le prix 
forward à échéance T'de cet actif est : 


FE = S{+r) -141+n 7" 


2. Quel est le prix forward à échéance 1 an de l’action Bonux SA, dont 
le prix spot à la bourse de Paris est de 430 €, et qui versera un divi- 
dende de 40 € par action dans 6 mois d’après les prévisions unanimes 
des analystes ? On suppose r= 5 % par an. 


3. Quel est le prix forward à échéance 18 mois d’une obligation de 
maturité 2 ans versant un coupon de 10 % dans un an puis 15 % 
dans deux ans, sachant que 7 = 8 % par an ? 


4. Quel est le prix forward de 250 kg d’oranges livrées dans un mois, 
sachant que 7 = 5 % par an, que le prix d’1 kg d’oranges dans votre 
supermarché est 5 $, et que vos voisins vous proposent de louer leur 
entrepôt réfrigéré pour seulement 99,99 $ par mois ? 


Problème 2 - Taux forward 


On considère un marché obligataire sur lequel les investisseurs peuvent 
placer et emprunter des capitaux à une échéance 7'quelconque au taux 
annuel (7), où la liquidité est infinie et sur lequel il y a absence 
d'opportunité d’arbitrage. On note z(T'; 7) le faux forward convenu 
aujourd’hui pour un placement ou emprunt débutant à une date future 
T remboursable à échéance 5= T'+T; par exemple, le taux forward 
«6 mois X l'an» est noté z(0,5 ; 1) et correspond au taux annuel 
convenu aujourd’hui pour un placement ou emprunt débutant dans six 
mois et finissant dans un an et demi. 
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1. Dans cette question la courbe de taux zéro est donnée par 
l'équation : z(7) = 5 % + T'x 0,5 %. 

a) Tracez z. 

b) Supposez que z(1; 2) =z(3). Déterminez deux façons de placer ou 
emprunter sur une période de trois ans et montrez qu’il existe une 
opportunité d’arbitrage. 

c) Calculez 2(1; 2) de façon à éliminer l'opportunité d’arbitrage. Plus 
généralement, déterminez z(1; 7) pour une période de placement ou 
emprunt quelconque T et tracez la courbe TH Z(1; 7). 

2. Dans cette question, la courbe de taux zéro est quelconque. Démon- 
trez que le taux forward z (7'; 7) vérifie la relation : 


Gr o) 
+) 


Vérifiez alors le résultat que vous avez obtenu à la question 1.0). 


(G+zT; 9) 
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Solutions des exercices 


Exercice 1 : « on gagne à tous les coups ? » 


Cette assertion est fausse en général : les contrats à terme constituent 
un exemple de produit dérivé dont la valeur peut être négative (en 
particulier à échéance, lorsque le prix du sous-jacent est inférieur au 
prix de livraison). Toutefois, les options vanille ont toujours une valeur 
positive pour le détenteur. 


En l’absence d’opportunité d'arbitrage, l’assertion exacte est : « la valeur 
d’un produit dérivé de payoff toujours positif est toujours positive. » 


Exercice 2 : prix forward et prix du forward 


1. Prix forward de l’action Microshita Corp. à échéance 1 an : 
FO ; 1) = S{1 + 7 = 5 200 x (1+1%)!=5252Y 
(La formule ci-dessus est correcte car Microshita Corp. ne verse pas 


de dividende). 


2. Prix d’un contrat forward sur l’action Microshita Corp. de maturité 
G mois et de s#rike 5 000 Y : 


FC, = D = 50 


(1+7r) (1 +1 %) 


5 000 


= 224,81 Y 
0,5 


Exercice 3 


Le payoff d’un contrat forward pour le vendeur est - FC,= K-S; le 
payoff de la stratégie est donc : S,.+ K- S,= X. Il s’agit d’un cash flow 
certain versé à la date future s= JT, dont le coût est sa valeur actuelle où 


1e 


= 
CE) 
Aucune hypothèse n’est ici nécessaire, hormis l’absence d’opportunité 
d'arbitrage et la liquidité infinie. 


r est le taux zéro à échéance T'; on retrouve ainsi FC, — S, = 


82 


© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit 


CHAP. 4 PRODUITS DÉRIVÉS 


Payoff 


Sr 
K 


Figure 4.8 


Exercice 4 : stratégies d'options 


Sr-max(Sr- K, 0) 


— max(K— Sr, 0) = > Sr 
Figure 4.9 — a) Short put Figure 4.10 — b) Covered call 
PK 
max(Sr K, 0) : 

K_+max(K- Sr, 0) BE ei 

D ST 
K 
S 
K T 
Figure 4.11 — c) Straddle Figure 4.12 — d) Synthetic short 
forward 
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La valeur à échéance de la stratégie d) est identique à celle de la vente 
d’un contrat forward. En conséquence, le coût d’une telle stratégie doit 
être égal à — FC, sous peine d’arbitrage. Cette égalité correspond à la 
relation de parité call-put du point de vue du vendeur. 


Exercice 5 : réplication de stratégies 


Payotf 


Payoff 
PAIN es 
»- Sr 
X Ÿ XC " Z 
Figure 4.13 — a) Call spread : Figure 4.14 — b) Collar : 
acheter un call de strike X acheter un call de strike X, 
et vendre un call de strike Y vendre deux calls de strike Y 


et acheter un cal] de strike Z 


Exercice 6*: prix de non-arbitrage du contrat forward 
à un instant t quelconque 


Les formules données en pages 71 et 73 sont valables pour #= 0. Il est 
clair que considérer une maturité 7 lorsqu'on se place à un instant # 
quelconque équivaut à considérer une maturité 7° — # en se plaçant à 
l'instant #= 0. D'où les formules généralisées : 


a) FC = S- s = (démonstration par arbitrage identique à 
(l+r) 
celle de la page 72). 


DES UE) T1 (solution de l'équation FC, = 0 d’inconnue X). 


Exercice 7 : taux de change forward 


1e 


° 1° méthode: échanger 1 € aujourd’hui contre S$, et placer les 
dollars au taux 7y$ pendant un an ; on obtient au final S(1 + zys) $. 
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* 2° méthode : placer 1€ au taux 7gy pendant un an, et échanger les 
(1 + rgu) € ainsi capitalisés au taux de change forward de F$ contre 
1 € fixé aujourd’hui ; on obtient au final Æ(1 + eu) $. 


Les deux méthodes sont des façons équivalentes de convertir des 
euros en dollars dans un an. Le nombre de dollars obtenus par l’une ou 
l’autre doit être le même, sous peine d’arbitrage. En conséquence : 
S(1 + rus) = (1 + ru), d’où la formule demandée. 


[he (1 LE Eu) 


Change spot:| 5$/1€ Change forward: | F$/1€ 


Figure 4.15 


2. Taux de change forward à un an de l’euro : 


1+4% 


1 +2 % 


ÆE = 30 X = 1,3255 $ contre 1€ 


Pour le taux de change forward à deux ans, nous pouvons soit répéter 
l'argument de la question 1 avec un horizon de 2 ans, soit itérer la 
formule à un an : 


2 
(IRAN) 1,3255 X 1220 1,3515 


(O2) = ILIOX 
( ) (00). 1+2 % 


3. Dans les deux cas, le nombre de dollars nécessaires pour acheter 
1 euro sur le marché des changes à terme est plus élevé que le taux de 
change spot. Le marché à terme implique donc une dépréciation du 
dollar au cours du temps. Cette évolution peut être justifiée par le fait 
que le taux d’intérêt plus élevé de la zone dollar traduit probablement 
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une inflation plus forte que dans la zone euro : la demande en dollars 
doit donc décroître. 


Cependant, le taux d’intérêt américain plus élevé devrait attirer des 
flux d'investissement de la zone euro vers la zone dollar : la demande en 
dollars devrait donc augmenter et le dollar s’apprécier. 


Si ces deux effets contraires ont le même poids sur l’évolution du 
taux de change, la meilleure prévision du niveau de l’euro dans un an 
n’est pas Le taux de change forward F = 1,3255 mais plutôt le taux de 
change spot actuel S = 1,30. 


Ainsi, un opérateur avec un capital initial en euros pourrait suivre la 
stratégie de placer son capital au taux de 2 % et acheter simultanément 
des dollars à 1,3255 sur le marché des changes à terme. Dans un an, si 
le taux de change est toujours de 1,30, son profit sera de 1,3255 x 1,02 
— 1,30 = 0,052 $ par euro de capital investi. 


Cette stratégie n’est pas un arbitrage car elle est perdante si le taux de 
change s’établit dans 1 an au-dessus de 1,3255 X 1,02 = 1,3520. 


Exercice 8 : raïsonnements par arbitrage 


a) Supposons qu’à un instant # quelconque c, > S,. Achetons alors le 
sous-jacent et vendons le call afin de réaliser un profit net. À la 
date de maturité, le payoff de cette stratégie est S,-— max(0, S,- X), 
qui est toujours positif. Cette stratégie est donc un arbitrage, 
contredisant l’hypothèse d'absence d'opportunité d’arbitrage de la 
page 71. 

b) Supposons c, < Si — — 

IE) 
contrat à terme sur le sous-jacent de ssrike K afin de réaliser un profit 
net. À la date de maturité, le payoffde cette stratégie est max(0, S,-— X) 


. Achetons alors le call et vendons un 


— (S7— X), qui est toujours positif. Cette stratégie est donc un arbi- 


trage, contredisant l’hypothèse d’absence d’opportunité d’arbitrage 
de la page 71. 


c) Supposons que ci <S,-X. Achetons alors le cal] américain et 


exerçons-le immédiatement pour recevoir SÇ — K, afin de réaliser un 
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profit net. Nous venons de réaliser un arbitrage, contredisant l’hypo- 
thèse d’absence d’opportunité d’arbitrage de la page 71. 


d) Supposons que €, — po < FC, . Achetons alors le call, vendons le 
pur, et vendons un contrat à terme de mêmes caractéristiques, afin de 
réaliser un profit. À la date de maturité le payoff de cette stratégie est 
nul. Cette stratégie est donc un arbitrage, contredisant l’hypothèse 
d'absence d'opportunité d’arbitrage de la page 71. De la même 
façon, si nous supposons € — po > FC, nous obtenons un arbitrage 
en renversant les opérations et les signes. En conséquence : 
€o — Po > FC et Co — Po < FCo> ce qui prouve la relation de parité 
call-put. 


Exercice 9*: option exotique 


1.a) 7, > T, : le call sous-jacent n'existe plus lorsque le cal on a call 
parvient à maturité : ce cas n’a pas de sens ! 


b)T, = T, : la valeur du «/ sous-jacent à T,, est 

co max (Sy — K,,0) (ici S désigne l'actif sous-jacent du call 
sous-jacent) et celle du call on a callà T, est 

cer, = max(c y, — K,,0). Ici T =7,=T, d'où: 


er=ma(re(c— 16, À) =, 0) = m6, =, D). 
T T TP ? 


Le call on a call est donc identique à un cal] vanille, de sous-jacent S 
et de strike K, + K:. 


c)T; < T, : c’est le cas standard, et on ne peut rien en dire de parti- 
culier. 


2. Acheter un call et vendre un put revient à détenir un contrat forward 
sur le sous-jacent. Ici, le sous-jacent est un c4/]. Donc acheter un call 
on a call et vendre un put on a call revient à détenir un contrat 
forward sur le call sous-jacent. Un cal] ne versant pas de revenu, on 
peut appliquer la formule de la page 71 : 

K 
dome os T 
(Lire 
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Problème 1 - Revenu ou coût de portage : cas discret 


1. Supposons Æ, + 1(1 + r) ne Ste 7! Nous avons alors la straté- 
gie d'arbitrage suivante (tableau 4.3). 


Tableau 4.3 


Opération t=0 É=T t=T 


Acheter aujourd’hui le sous-jacent 


au prix por S, 7 S0 Lo à 


Vendre aujourd’hui le sous-jacent 
à terme au moyen d’un contrat 
forward de strike égal au prix 
Jorward F 


— — +F, 


Emprunter aujourd’hui $, au taux r 
] 0 


1 
et à échéance 7. +5 = — S (+ r) 


Placer 7 à la date = Tau taux ret 


T-T 
à échéance T° . ci DNS) 


Total 0 0 >0 


Déménme sie PAUSE?) 1e SEE) T en renversant les opéra- 
tions et les signes, nous avons une stratégie d'arbitrage. 


Ces stratégies d'arbitrage contredisent l’hypothèse (ii), ce qui prouve 
la relation demandée. 


2. Prix forward à échéance 1 an de l’action Bonux SA : 
F, = 430 x (1 + 5 %) — 40 x (1 + 5 %)! = 410,51 €. 
3. Pour répondre à cette question nous devons d’abord déterminer le 


prix de l'obligation. En utilisant la formule généralisée de la page 46, 
nous avons : 


De Une 7e 


148% (148%) 
Le prix forward à échéance 1,5 an de l'obligation est donc : 
F6 = 107,85 x (1 + 8 %)!° — 10 x (1+8 %)!° 1 =110,65. 


(Ici 7 =1,5, en conséquence seul le premier coupon de 10 % doit 
être pris en compte.) 
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On remarquera que ce prix est égal à 115 / (1 + 8 %)?- !, c’est- 
à-dire la valeur actuelle des flux futurs lorsqu'on se place à = 1,5. 


4. Ici nous avons un revenu négatif correspondant au coût de location 
de l’entrepôt pour pouvoir stocker les oranges : 7= — 99,99 $. D'où : 


F=250xX5x(1+5%)/12+99,99 x (1 +5 %)!/ 1221 355,49 $. 


Problème 2 - Taux forward 


1. a) Courbe de z(7) = 5 % + TX 0,5 % : 


Taux zéro 
15,0 % 


12,5 % 
10,0 % 
7,5 % 
5,0 % 


218) 


Maturité (années) 
0,0 % 


0 2 4 6 8 10 


Figure 4.16 


b) 1° méthode : placer (emprunter) 1 € sur trois ans au taux zéro 
z(3) = 6,5 % ; la capitalisation obtenue est 1,065? = 1,208 €. 


2° méthode : placer (emprunter) 1 € la première année au taux zéro 
z(1) = 5,5 % (capitalisation : 1,055 €), et placer (emprunter) 1,055 € 
les deux années suivantes au taux forward 20102) =6%106 là pire 
sation obtenue est 1,055 X 1,065° = 1,197 €. 


Nous avons donc deux méthodes équivalentes de placer ou emprun- 
ter des euros sur trois ans qui ne produisent pas le même résultat. Il y a 
clairement une opportunité d’arbitrage, en l'occurrence : placer 1 € par 
la première méthode et emprunter 1 € par la seconde afin de collecter 
après trois ans un profit strictement positif égal à 


1,208 — 1,197 = 0,011 €. 
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c) D’après la question précédente, la condition suivante doit être véri- 
fiée pour qu’il n’y ait pas d'opportunité d’arbitrage : 
1,065° = 1,055 x (1 + (1; 2))? 
D'ou 417) 700 


Plus généralement : 


(i+z(r+1)) 71 = 1,055 x (1 + z(1: t))° 
D'où : 
1 
> 1e 
z(1; ©) = Css ee 
6 1,055 
ï 
TX05%)7 
= (1,055 + TX 0,5 % (1 + POS ) = 
à 1,055 
Taux —_— OUIIJNLZ(T) Forward z(1; t) 
15,0 % 
11215 % 
10,0 % 
71.9 % 
5,0 % 
2,5% 
se Maturité (années) 


0 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 1 


Figure 4.17 


(1 +207 + 2) 


(+200) 
error) le -CE D) 


L.) 


2-Supposons (IE ze T))° > 
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Dans ce cas, la capitalisation directe sur 7° + T années est inférieure à 
la capitalisation indirecte sur 7'puis Tannées. Nous avons alors la stra- 
tégie d’arbitrage suivante : 


Tableau 4.4 


Opération t=0 t=T t=T+T 


Emprunter aujourd’hui 
1 € sur 7 + Tannées au +1 = —(1+z(T+7)) 1e 
taux Z(T + T) 


Placer aujourd’hui 1 € 
sur Z'années au taux 1 | +(1+ z(D)7 


20) 


Placer aujourd’hui 
(1+2(D)TE entre T 

et T'+ Tau taux forward 
20e 00) 


- |[-G+20D)7) +(+4D) (+48 9) 


Total 0 0 > 0 


(1 +27 + éd 


(+20) 


nouveau une stratégie d'arbitrage en renversant les opérations et signes. 


Inversement, si (1 + z(7; D , NOUS avons à 


La formule obtenue en 1c) se vérifie aisément comme cas particulier 


de T= 1. 
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CHAPITRE 5 
Théorie du portefeuille 


Rappels théoriques 


Rappels de valorisation de portefeuille 


Nous avons fait au chapitre 3 la distinction entre la valeur et le prix d’un 
actif. Sous les hypothèses habituelles d'absence d'opportunité d’arbitrage 
et de liquidité infinie, le prix de non-arbitrage d’un portefeuille de N 
actifs est égal à la somme des prix p, pondérés par les quantités g, : 
N 
P = Y pyqr = Pidi + Pat +. PNAN 
k=]1 

Cette méthode de valorisation de portefeuille est dite « au prix du 
marché » (mark-to-market). Il est bien entendu parfaitement légitime 
de penser qu’un portefeuille vaut bien plus (ou bien moins), mais son 
prix d’achat ou de vente doit correspondre au prix mark-to-market pour 
être équitable. 


Nous avons également vu que les opérateurs de marché ont générale- 
ment le droit de vendre des actifs à découvert. Dans ce cas les quantités 
peuvent être négatives. Dans le jargon des marchés, une quantité posi- 
tive est appelée position longue (/ong position), et une quantité néga- 
tive est appelée position courte (short position). 
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La valeur d’un portefeuille long de 100 actions iBelieve.com cotant 1 € à Franc- 
fort et short de 200 actions T'élépom SA cotant 20 € à Paris est de — 3 900 €: 


Tableau 5.1 
Actif Position Prix unitaire Valeur #1ark-to-market 
iBelieve.com | + 100 (/ong) 1€ 100 € 
Télépom SA | — 200 (shorf) 20 € — 4 000 € 
Portefeuille | 1 (/ong) _ — 3 900 € 


Ici nous avons une valeur de portefeuille négative, souvent peu intuitive. Il 
convient de souligner que la valeur de — 3 900 € ne correspond pas à une 
perte latente, mais simplement au montant que le détenteur du portefeuille 
devrait payer pour le liquider. Une telle opération équivaut en effet à 
vendre les 100 actions iBelieve.com et acheter 200 actions Télépom SA : 
dans la mesure où la valeur de la position courte sur Télépom SA est 
prépondérante au sein du portefeuille, on s'attend à ce que le détenteur 


Rentabilité et risque 


Rentabilité et risque d'un actif 


doive payer un certain montant pour liquider toutes ses positions. 


Le tableau 5.2 ci-dessous présente les taux de rentabilité mensuelle de 
trois actifs : une action de la multinationale informatique BigBrother 
Inc., une obligation du Trésor émise par un pays développé, et une part 


du fonds spéculatif (hedge fund) Spec LLP. 


Tableau 5.2 

Janvier Février Mars Avril Mai Juin 
BigBrother Inc. | —301% | 1,31% |-287% | 6,64% | 3,03% |  7,32% 
Trésor 0,43 % 0,44% | 0,52% 0,47% 0,61% 0,43% 
Spec LLP — 13,47 % | 18,30 % | 8,55 % |—-1845% | 3,56% | 26,75 % 

Juillet Août |Septembre| Octobre | Novembre| Décembre || Moyenne 
BigBrotherInc. | —486% |— 2,07 % | 10,35% | —4,13% | -2,54%| 377% || 1,08 % 
Trésor 0,45% 0,52% 0,53% 0,52% 0,55% 0,55 % 0,50 % 
Spec LLP 7,52% | 2,79% | 8,19% | 5,87 % | 12,43 % | 19,53 % 2,11 % 
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Depuis le chapitre 1, nous savons comment convertir une rentabi- 
lité mensuelle en rentabilité annuelle. Un calcul approximatif fondé 
sur la rentabilité moyenne de chacun des actifs donne les résultats 
suivants: 13,73 % pour BigBrother Inc., 6,19 % pour Trésor et 
28,44 % pour Spec LLP. Mais en réalité, la rentabilité annuelle d’un 
euro investi dans chacun de ces actifs est de 12,18 %, 6,19 % et 
15,04 % respectivement, comme le montre le tableau de capitalisation 
ci-dessous. 


Tableau 5.3 
TT pi] ps] a = — ec © J 2 
= 'É S E ä 8 2 & A, ë ë j 
ss 2 <| 2 /2+1)5 a |eG|z|eé 


1 0,970 | 0,983 | 0,954 | 1,018 | 1,049 | 1,125 | 1,071 | 1,049 | 1,157 | 1,109 | 1,081 | 1,122 


1 1,004 | 1,009 | 1,014 | 1,019 | 1,025 | 1,029 | 1,034 | 1,039 | 1,045 | 1,050 | 1,056 | 1,062 


Spec | Trésor| BigBr 


1 0,865 | 1,024 | 1,111 | 0,906 | 0,938 | 1,189 | 1,100 | 1,131 | 1,038 | 1,099 | 0,962 | 1,150 


Sur la base de ces calculs, un investisseur au raisonnement simpliste 
déciderait probablement de miser sa fortune sur l'actif qui offre la 
meilleure rentabilité : Spec LLP. De nombreux investisseurs fondent 
leur décision sur ce type d’analyse, en oubliant de se demander pour- 
quoi une action ou un hedge fund ont une rentabilité supérieure à celle 
d’une obligation d’Etat. La réponse est que ces trois actifs n’ont pas le 
même niveau de risque : l’histoire économique récente regorge de 
faillites spectaculaires de grandes multinationales et hedge funds réputés 
infaillibles ; il faut en revanche remonter plus de cinquante ans en 
arrière pour trouver trace de pays développés n’ayant pas honoré leurs 
dettes d’État. 


La perception empirique du risque d’un actif se reflète souvent dans 
la volatilité de ses taux de rentabilité : plus le risque est élevé, plus la 
rentabilité est volatile (instable). Dans notre exemple comme dans la 
réalité, on s’aperçoit que la rentabilité d’une action est plus volatile que 
celle d’une obligation, ce qui est cohérent avec l’idée que le prix d’une 
action est soumis à de nombreux facteurs économiques supplémentai- 
res par rapport à une obligation. C’est pourquoi la notion de risque 
sans autre précision est synonyme en finance de volatilité, dont la 
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mesure unanimement acceptée est l’écart-type statistique (standard 
deviation) : 


Oériodique — N-1 > (= 7) 


O° © 


annuel — périodique 


x /Nombre de périodes par an 


où 7 est la rentabilité périodique moyenne. Ainsi, dans notre exemple, 
la volatilité annualisée des trois actifs est de 17,62 % pour BigBrother 
Inc., 0,20 % pour Trésor et 50,16 % pour Spec LLP. Nous retrouvons 
dans les chiffres un nivellement des risques tout à fait sensé entre 
action, obligation et hedge fund. 


Actif sans risque. Ratio de Sharpe 


Parmi différents actifs, celui dont la volatilité est nulle est appelé l'actif 
sans risque (rsk-free asset) et son taux de rentabilité est appelé le taux 
sans risque r-(risk-free rate). Dans l'exemple précédent, l'obligation 
Trésor, dont la volatilité de 0,20 % est très proche de zéro, est une 
bonne approximation de l’actif sans risque, auquel cas le taux sans 
risque se situerait à 6,19 %. 


Le taux sans risque correspond à l’exigence minimale de rentabilité 
qu’un investisseur doit espérer d’un actif risqué tel que BigBrother Inc. 
ou Spec LLP. La différence r, — r; entre la rentabilité espérée d’un actif 
risqué À et le taux sans risque est la prime de risque (risk premium) 


offerte par l'actif A. 


Plus un actif a un risque élevé, plus les investisseurs sont en droit 
d'attendre une prime de risque élevée. En conséquence, la performance 
financière d’un actif doit se mesurer en tenant compte non seulement 
de la rentabilité obtenue mais aussi du risque encouru. C’est ce 
qu’accomplit le ratio de Sharpe (Sharpe ratio) : 


Sharpe , = Prime FAT VR 
r Risque OC, 


1. Les lecteurs non familiers avec la théorie de l'estimation statistique seront probable- 
ment surpris par le dénominateur V — 1 dans notre définition de l’écart-type. La 
raison est qu’un dénominateur /V rend l'estimation de l’écart-type biaisée. 
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Le ratio de Sharpe est la prime de l'actif À par unité de risque 
encouru. Le ratio est d’autant plus élevé que la prime est élevée et le 
risque faible. Un ratio de Sharpe de 1,0 est généralement considéré 
comme très bon, et au-delà de 1,5 comme excellent. 


Le tableau ci-dessous compare les profils de rentabilité-risque des 
trois actifs de notre exemple : 


Tableau 5.4 
Rentabilité Risque Prime Ratio 
annuelle annuel de risque de Sharpe 
Trésor 6,19 % PE 0 n/d 
LS 12,18 % 17,62 % 5,99 % 0,34 
Spec LLP 15,04 % 50,16 % 8,85 % 0,18 


Rentabilité et risque d'un portefeuille 


Considérons un portefeuille /ong 1 500 000 € en actions BigBrother 
Inc., 250 000 € en obligations Trésor et 250 000 € en parts Spec LLP. Le 
prix mark-to-market et la rentabilité mensuelle de ce portefeuille 
s’obtiennent aisément à partir du tableau de capitalisation page 95, 
comme illustré ci-dessous : 


Tableau 5.5 
penes Janvier Février Mars Avril Mai Juin 
initial 
us € 1 500 000 | € 1454902 | € 1 473959 | € 1 431 651 | € 1 526744 | € 1572970 | € 1 688 141 


Trésor | € 257 338 | € 250 000 | € 251 075 | € 252 180 | € 253 491 | E 254 682 | € 256 236 


_. €250000| €216325| €255912| €277793| €226540| €234605| € 297 362 
. €2000 000! €1 922 302 | € 1982051 | € 1962935 | € 2 007 966 | € 2 063 811 | € 2 242 841 
ni 3,88 % | 3,11% | —0,96% | 229% | 278% | 867% 
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Juillet Août Septembre | Octobre | Novembre | Décembre 


Big- 


€1606016| €1572757 | € 1735475 | € 1 663 847 | € 1 621 538 | € 1 682 G48 
Brother 


Trésor €258496| €259840| €261217| €262576) €264020| €265 472 


Le €275000| €282673| €259522| €274756| €240604| E287 594 
Porte- 

eue [2139512] €2115270| €2256214| €2201 178) E2126 162] €2235713 
pe _4,61% | -1,13% | 666% | -2,44% | -3,41% | 5,15% 


*_ Rentabilité annuelle du portefeuille : 2 235 713/2 000 000 — 1 = 11,79 % 
° Volatilité annualisée : 15,22 % 
* Ratio de Sharpe : 0,37 

Il y a cependant une façon beaucoup plus directe de calculer la renta- 
bilité annuelle du portefeuille : il suffit de faire la moyenne des renta- 


bilités annuelles des actifs pondérées par le pourcentage investi 
initialement : 


1 500 000, 12 18 9 + 230 000 6 19 % 

2 000 000 2 000 000 
00 ds 64% 21.79 0 
2 000 000 


Plus généralement, soit P un portefeuille de AV actifs en proportions 
W), W) …; Wn (éventuellement négatives pour les positions short) telles 
que w, + W) +. + WN= 1, et de rentabilités annuelles À, R, .…., Ryr. 
La rentabilité R, du portefeuille est alors : 

N 
RP = > WR, = WiR + WwR, +... + wnRN 
k=1 

La formule de la volatilité du portefeuille est plus complexe : dans 
notre exemple, la moyenne pondérée des volatilités annualisées est de 
19,51 % alors que la volatilité du portefeuille est de 15,22 %. Ce déca- 
lage est dû à la corrélation entre les rentabilités des actifs. En effet, dans 
le cas de deux actifs, la formule de la volatilité du portefeuille s'écrit : 


- J 2 2 4 202 +2 
Op = W,01+w:0, +2w,w,0,0P 
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où w, et w, sont les poids des actifs 1 et 2 (avec w, = 1 — w.), O, et 6, 
sont les volatilités des actifs, et p est le coefficient de corrélation entre 
les deux actifs. 


Cette formule résulte directement de la formule de la variance d’une 
somme de variables aléatoires (cf. annexe A) : 


[Var(w,R, + w,R,) 


= \luiVar(R)) + w$Var(R,)+2w,w,Cov(R;, R) 


OP 


Dans le cas de ÏV actifs, les formules générales sont : 


Op = Var(R}) 


N 
Var(Rp) = Var > wLRy 
k=]1 


N > N N 
= D w,Var(R,) +2 >S > wyw;Cov(R,,R;) 
k=]1 k = 17 = k+1 
Cov(R,,R;) = ORORPR, R 

Ainsi, dans notre exemple de portefeuille, les corrélations jouent un 
rôle favorable puisque le ratio de Sharpe s'établit à 0,37, un niveau 
supérieur à celui des deux actifs risqués BigBrother Inc. et Spec LLP. 
Nous étudions dans la section suivante le gain de rentabilité-risque 
obtenu par une telle diversification des investissements. 


Gains de diversification, optimisation de portefeuille 


« Diversification » est le mot savant en finance pour dire que l’on ne 
met pas tous ses oeufs dans le même panier. La courbe ci-dessous repré- 
sente la volatilité sur la période janvier 1995-juillet 2007 d’un porte- 
feuille investi de manière égale dans un nombre croissant d’actions 
composant l'indice Dow Jones EuroStoxx 50. Nous pouvons observer 
une baisse rapide de la volatilité du portefeuille à mesure que le nombre 
d’actions augmente, puis une stabilisation. 
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5 | 10 15 20 25 20 45 40 45 65 
Nombre d'actions 


Figure 5.1 — Volatilité d’un portefeuille constitué 
d’un nombre croissant d’actions (1995-2007) 


Pour bien comprendre la dynamique des gains de diversification, 
reprenons l'exemple de BigBrother Inc., Trésor et Spec LLP. Le graphi- 
que ci-dessous représente leur profil de rentabilité-risque. 


Rentabilité 

BD pere EE  — 
, | Spec LLP 
ES | BigBrotherinc. Po 
© : 
JU Re Re a FR ne | 
Trésor | | 
So ne PERS RER Are PRO ne | 
0% | | | 

0 % 20 % 40 % 60 % 


Risque 


Figure 5.2 — Rentabilité et risque de BigBrother Inc., 
Trésor et Spec LLP 
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La corrélation entre BigBrother Inc. et Spec LLP est de 0,15, ce qui 
est faible. Est-ce à dire que les gains de diversification seront minimes ? 
Le tableau et le graphe ci-dessous montrent la transition du profil de 


rentabilité-risque d’un portefeuille initialement investi à 100 % sur 
BigBrother Inc., évoluant graduellement vers Spec LLP : 


de A ne Risque | Rentabilité 

0% 17,62 % 12,18 % 

10 % 17,33 % | 12,47 % 

20 % 18,49 % 12,75 % 

30 % 20,84 % 13,04 % 

40 % 24,04 % 13,32 % 

50 % 27,80 % 13,61 % 

60 % 31,92 % 13,90 % 

70 % 36,28 % 14,18 % 

80 % 40,81 % 14,47 % 

90 % 45,44 % 14,75 % 

100 % 50,16 % 15,04 % 
. ee. te MONS ie ne D PECELES 
1454 ne a A 


+ 
1 
1 
1 
1 
1 
: 

T 
i 
1 
f 
1 


ESS SSI TER 


(550 D EE ne Rss 

BigBrother!nc. | - | 

11 5 % 19 ro si nc 
15% 25 % 35 % 45 % 55 % 


Risque 


Figure 5.3 - Chemin de rentabilité-risque d’un portefeuille 
évoluant graduellement de BigBrother Inc. vers Spec LLP 
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Ainsi, avec un portefeuille investi à 90 % dans BigBrother Inc. et 
10 % dans Spec LLP, nous améliorons de 0,29 % la rentabilité obtenue 
(12,47 % contre 12,18 %) tout en diminuant de 0,29 % également le 
niveau de risque (17,33 % contre 17,62 %), en comparaison d’un 
portefeuille investi à 100 % dans BigBrother Inc. (On notera qu’en 
général l’amélioration de la rentabilité n’est pas nécessairement égale à 
la réduction éventuelle du risque : il s’agit dans notre exemple d’une 
pure coïncidence). 


Il existe donc un portefeuille optimal de BigBrother Inc. et Spec 
LLP minimisant le risque sans sacrifier la rentabilité. 


Ces résultats se généralisent bien entendu dans le cas de M actifs. 


Modèle d'évaluation des actifs financiers 


(Capital Asset Pricing Model) 


La théorie du portefeuille se résume essentiellement aux deux principes 
fondamentaux suivants : 


*_plus le risque d’un actif est élevé, plus les investisseurs sont en droit 
d’en attendre une rentabilité élevée ; 


°_ plus un portefeuille est diversifié, plus son risque diminue. 


Toutefois ces deux principes ne sont pas toujours cohérents, comme 
l'illustre le paradoxe suivant. Supposons que la rentabilité de deux actifs 
A et B est de 10 % ; alors la rentabilité de tous les portefeuilles consti- 
tués de À et B est également de 10 %, quelles que soient les proportions 
choisies. Mais nous savons aussi qu’il existe un portefeuille optimal P 
minimisant le risque. Le premier principe semble donc violé : le risque 
de À ou B est supérieur à celui de P, mais ne peut mathématiquement 
être rémunéré par une rentabilité supérieure. 


Pour résoudre ce paradoxe, le Modèle d’évaluation des Actifs 
Financiers ou Médaf (CAPM : Capital Asset Pricing Model) propose 
de distinguer deux types de risque : 

*_le risque de marché (ou « risque systématique »), commun à tous les 
actifs risqués et correspondant aux tendances générales haussières et 
baissières. Ce type de risque est inévitable : il ne peut être réduit par 
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diversification, et doit donc être rémunéré par une rentabilité supé- 
rieure au taux sans risque ; 


*_le risque spécifique (ou « idiosyncratique »), propre à chaque actif et 
correspondant aux mouvements de prix relatifs aux caractéristiques 
de lactif. Ce type de risque peut être éliminé par diversification, et 
en conséquence ne doit pas être rémunéré. 


Exemple 
Les attentats terroristes du 11 septembre 2001 contre le World Trade 
Center à New York ont causé une chute générale des cours de bourse 
(risque de marché inévitable) qui a tout particulièrement affecté les compa- 
gnies aériennes (risque spécifique qui aurait été dilué en investissant par 
exemple dans chacune des entreprises de l’indice S&P 500.) 


La conclusion du CAPM, sous des hypothèses dépassant le cadre de 
ce livre, est que la rentabilité espérée 7, d’un actif À quelconque est 
fonction de seulement trois paramètres : le taux sans risque r,, la prime 
de risque espérée du marché r,,- r}, et la sensibilité B, de l'actif A aux 
mouvements de marché. Plus précisément : 


ra= rp + Ba Cu 


Exemple 


Le taux sans risque est de 5 % et la rentabilité espérée du marché est de 
8 %. L'action A est deux fois plus sensible aux mouvements de marché que 
l'indice de référence, ze. lorsque l’indice enregistre une hausse de 1 %, 
l’action À monte de 2 %. D’après l'équation du CAPM, la rentabilité espé- 
tée de À est: 


ra= 5 +2 X (8 % — 5%) = 11 % 
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Exercices 


Exercice 1 


« Mon portefeuille a une rentabilité de 15 % par an et un risque de 25 % 
par an. L'action Yoohoo.com a une rentabilité de 15 % par an et un risque 
de 30 %. Investir dans Yoohoo.com augmenterait le risque de mon porte- 
feuille sans améliorer sa rentabilité. » Commenter. 


Exercice 2 : valorisation d'un portefeuille de zéro-coupons 


Étant donnée la courbe de taux zéro ci-dessous (tableau 5.6), pouvez- 
vous constituer un portefeuille ne coûtant rien et qui vous rapportera 
10 000 $ si les taux augmentent tous de 25 points de base (4e. + 0,25 % 
en valeur absolue) ? 1/ y 4 plusieurs réponses possibles à cette question. 


Tableau 5.6 


Maturité 3 mois 6 mois lan 2 ans 5 ans 


Taux zéro 3,72 % 4,10 % 4,44 % 4,09 % 3,89 % 


Exercice 3 : taux sans risque et ratio de Sharpe 
En reprenant les données de l’obligation Trésor du tableau 5.4 page 97, 


déterminez le taux sans risque re tel que le ratio de Sharpe de Trésor 
soit égal à 1. 


Exercice 4 : rentabilité et risque 
Le tableau 5.7 ci-dessous donne le prix en dollars de l’action Richky 


Corp. à la fin de chaque mois de l’année écoulée. Le taux sans risque 
était constant à 5 %. 
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Tableau 5.7 
SMS SN ENS ENV E LS EE 
EEE NE EE EE NPE 


144 1123 |128 1137 | 147 |130 |139 | 147 1175 |162 |154 | 158 


1. Calculez les taux de rentabilité mensuelle de Richky Corp., sachant 
que le cours de l’action était de 134 $ le 31 décembre de l’année précé- 
dente, et que Richky Corp. a versé un dividende de 13 $ par action le 
30 juin. Vous supposerez que le dividende est réinvesti en actions. 


2. Quel est le profil de rentabilité-risque de Richky Corp. sur l'année écoulée ? 
3. Vous êtes directeur financier de Richky Corp. Au cours d’une 
réunion, M. David Haffmann, directeur de la production, présente 


un projet réduisant les coûts de production de 1,20 $ par action, avec 
un écart-type de 2,10 $ par an. Que pensez-vous de ce projet ? 


Exercice 5 : prime de risque et CAPM 


Dans le cadre du CAPM, le taux sans risque est de 3 %, et la rentabilité 
espérée du marché est de 7 %. Calculez les primes de risque et ratios de 
Sharpe des actifs suivants (tableau 5.8). 


Tableau 5.8 
Actif Volatilité Bêta 
Action Pschitzer Pharmaceuticals 15 % 15 
Obligation Sécurité 3 % 0,2 
Fonds d'investissement OR+ 12 % — 0,5 


Quel est l'intérêt d'investir dans le fonds OR+? Pouvez-vous en 
déduire un lien conceptuel entre le bêta et la corrélation ? 


Problème 1 - Portefeuille de devises 


Îl'est recommandé d'utiliser une feuille de calcul pour résoudre cet exercice. 
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Vous êtes un investisseur de la zone euro et souhaitez placer votre capi- 
tal d’un milliard d’euros en dollars (USD), yens (JPY) ou livres (GBP). 


Les données de marché et des analystes sont les suivantes (tableau 5.9) : 


Tableau 5.9 
Prévision me E 
Taux Taux FH Prévision 
Devise d'intérêt de change st de la volatilité 
\ de change 
àunan contre 1 € sur un an 
àunan 
USD 2,5 % 1,30 $ 1,40 $ 10 % 
JPY 0,25 % 130 Y 120 Y 8 % 
GBP 4,5 % 0,65 £ 0,65 £ 6% 


Corrélation | USD | JPY | GBP 


USD 1 0,30 | 0,25 
JPY 0,30 1 0,50 
GBP 0,25 | 0,50 1 


1. Placez les trois devises sur un graphique de rentabilité-risque. N'oubliez 
pas les intérêts ! 

2. Tracez le chemin de rentabilité-risque suivi par un portefeuille de 
dollars et yens investi initialement à 100 % en dollars, puis 90 % 
dollars et 10 % yens, 80 % dollars et 20 % yens, et ainsi de suite. 
Même question pour un portefeuille de yens et livres, puis de livres 
et dollars. 

3. Représentez sur le graphique de rentabilité-risque la région corres- 
pondant à l’ensemble des portefeuilles investis sur les trois devises (ne 
considérez que des positions longues sur les trois devises.) 


4. Quel portefeuille choisiriez-vous pour obtenir une rentabilité 
moyenne de 5,25 % par an environ ? Ce choix est-il optimal ? 


106 


CHAP.5 THÉORIE DU PORTEFEUILLE 


Problème 2* - Optimisation de portefeuille 


Soient deux actifs À et B de rentabilités R, et R}, volatilités G, et 6% et 
corrélation p. Soit P un portefeuille investi dans A et B en proportions 
w et 1 — w respectivement. 


1. Le signe de w peut-il être négatif ? 

2. Exprimez la rentabilité du portefeuille R, en fonction de w, R, et R3. 
3. Exprimez le risque du portefeuille G, en fonction de w, G,, OZ et p. 
4 


. On considère le cas p = 1. Donnez l'allure de la courbe de 6} en 
fonction de w. Existe-t-il un choix optimal de w minimisant 6»? 
Que pensez-vous du cas p=- 1 ? 


5. On considère le cas — 1 < p < 1. Donnez l'allure de la courbe de 6} 
en fonction de w. Existe-t-il un choix optimal de w minimisant 6, ? 


6. On considère le cas où A est l’actif sans risque. Que devient 6h? 
Quel est le portefeuille optimal de A et B minimisant 6? 


1. Problème de difficulté supérieure. 
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Solutions des exercices 


Exercice 1 


La réponse dépend de la corrélation du portefeuille avec Yoohoo.com. 
Si celle-ci est basse, il est probable que l’on puisse obtenir des gains de 
diversification en investissant dans Yoohoo.com et réduire ainsi la vola- 
tilité du portefeuille (cf. Problème 2). 


Exercice 2 : valorisation d'un portefeuille de zéro-coupons 


Quand les taux montent, les prix baissent. Pour faire des profits quand 
les prix baissent, il faut vendre avant la baisse. Par exemple, on peut 
prendre une position short de nominal un million de dollars sur le zéro- 
coupon à cinq ans. La vente de ce zéro-coupon provoque un cash flow 
1 000 000 
(1+ 3,89 %)° 
rerie, il faut par exemple prendre une position long de nominal 826 288 
X (1 +4,44 %) = 862 975 $ sur le zéro-coupon un an. La valeur wark- 
to-market de ce portefeuille est bien nulle : 


immédiat de = 826 288 $. Pour nettoyer ce flux de tréso- 


Tableau 5.10 


Actif Position Prix unitaire nes 
to-market 
Zéro-coupon 5 ans | short 1 000 000 0,8262877 $ — 826 288 $ 
Zéro-coupon 1 an long 862 975 0,9574875 $ 826 288 $ 
Portefeuille long 1 _ 0 


Si les taux augmentent tous de 25 points de base, la valeur #14ark-to- 
market du portefeuille sera : 
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Tableau 5.11 


Actif Position Prix unitaire Are 
to-market 

Zéro-coupon 5 ans | short 1 000 000 0,8164172 $ — 816417 $ 
Zéro-coupon 1 an long 862 975 0,9552011 $ 824 314$ 

Portefeuille long 1 _ +7 897$ 


Pour obtenir un profit de 10 000 $, il suffit de multiplier les quanti- 
tés par 1,27 environ (10 000/7 897). 


Exercice 3 : taux sans risque et ratio de Sharpe 


Taux sans risque tel que le ratio de Sharpe soit égal à 1 : 


HE Sharpe X Onésor = 6:19 % — 1 X 0,20 % = 5,99 % 


Exercice 4 : rentabilité et risque 


1. Pour chaque action détenue, le dividende de 13 $ versé le 30 juin 


13 


ermet d'acheter —— = 0,1 action supplémentaire. En tenant 
P 130 PP 


compte du réinvestissement de ce dividende, nous obtenons les taux 
de rentabilité suivants (tableau 5.12). 


Tableau 5.12 


Mois Prix Quantité | Valeur mark-to-market | Rentabilité 
Déc. N-1 134 1 134,00 

Jan. 144 1 144,00 7,46 % 

Fév. 125 1 123,00 = 600 

Mars 128 1 128,00 4,1 % 

Avril 1572 1 137,00 7,0 % 

Mai 147 1 147,00 7,3 % 
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Mois Prix Quantité | Valeur mark-to-market | Rentabilité 
Juin 130 EL 143,00 — 2,7 
Juillet 159) PI 152,90 6,9 % 
Août 147 îl, 1 161,70 5,8 % 
Sept. 175 il, 1 192,50 19,0 % 
Oct. 162 il, 1 178,20 7,4% 
Nov. 154 il, À 169,40 — 4,9 % 
Déc. 158 1 173,80 2,6 % 


2. Sur la base du tableau précédent, la rentabilité annuelle de Richky 
173,80 — 134,00 
134,00 

de 8,76 % par mois, soit 8,76 % x /12 = 30,36 % par an. Avec 
un taux sans risque de 5%, le ratio de Sharpe est 
29,70 % —5 % 
30,36 % 

3*. Avec un cours à 158 $, une économie de 1,20 $ par an représente 
un gain de rentabilité de 0,76 % par an. L’écart-type de 2,10 $ repré- 
sente un risque supplémentaire de 1,33 % par an. Si les risques s’ajou- 
taient, nous aurions un risque de 30,36 % + 1,33 % = 31,69 % par 
an, pour une rentabilité annuelle de 30,46 %, soit un ratio de Sharpe 
de 0,80, en légère baisse. 


Corp. s'établit à = 29,70 %, pour un écart-type 


= 0,81, ce qui est très honorable. 


Or les risques ne s'ajoutent que si la rentabilité du projet de David 


Haffmann est parfaitement corrélée avec le cours de l’action (cf. 
Problème 2.) Dans le cas d’une corrélation nulle, par exemple, le risque 


total serait : 130.36 %° + 1,33 %° = 30,38 % et le ratio de Sharpe 


serait en hausse à 0,84. 


Une analyse plus détaillée montre que le ratio de Sharpe est fonction 
de la corrélation Pp entre le projet de réduction de coût et le cours de 
l'action : 


Sharpe(p) = 06005 70 


30,36 %° + 1,33 %° + 2p x 30,36 % X 1,33 % 
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Le point p* d’indifférence vérifie : 
29,700 0 1000 
30,36% 
Après calcul, on obtient p* = 0,69 ; autrement dit il faut que la corré- 
lation soit inférieure à 0,69 pour que le projet améliore le profil de 


rentabilité-risque de Richky Corp. 


Sharpe(p*) = 0,81 


Exercice 5 : prime de risque et CAPM 


a) Action Pschitzer Pharmaceuticals : 


e prime de risque : r4—7,= Ba ry- rs) =15X(7%-3%)=6%; 


* ratio de Sharpe : Sharpe, = Ce one 0,4. 
Oy 15 % 


b) Obligation Sécurité : 
° prime de risque : 0,8 % ; 
*_ ratio de Sharpe : 0,27. 
c) Fonds d’investissement OR : 
*_ prime de risque : = 2 %; 
* ratio de Sharpe : — 0,17. 
À première vue, investir dans le fonds OR est sans intérêt puisque 


sa prime de risque est négative : la rentabilité espérée de cet investisse- 
ment (1 %) est inférieure au taux sans risque. 


La raison est que le bêta est négatif : quand le marché monte de 1 %, 
le fonds OR+ baisse de 0,5 % ; inversement, lorsque le marché baisse de 
1 %, le fonds OR+ monte de 0,5 %. Ainsi, investir dans le fonds OR+ 
permet de réduire les pertes lorsque le marché baisse, et l'investisseur 
doit être prêt à payer cette protection naturelle par une espérance de 
rentabilité inférieure au taux sans risque. 


Cette protection peut être utile dans le cadre d’une gestion de porte- 
feuille optimisée : pour un investisseur long du marché, investir dans 
OR permet de réduire le risque de son portefeuille, grâce à la corréla- 
tion négative entre la rentabilité du marché et celle du fonds OR. Les 
concepts de bêta et de corrélation sont donc étroitement liés. On peut 
en fait démontrer que : 

DA 
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Ainsi le bêta n’est autre qu’un coefficient de corrélation normalisé à 
la volatilité du marché, de sorte que le bêta du marché soit égal à 1. 
C’est aussi un coefficient de régression statistique. 


Problème 1 - Portefeuille de devises 


1. Nous disposons déjà des données de volatilité — la question se résume 
donc à déterminer la rentabilité espérée des trois devises. Considé- 
rons par exemple le yen : pour placer le capital sur cette devise, il faut 
commencer par échanger le milliard d’euros contre 130 milliards de 
yens. En tenant compte du taux d’intérêt japonais de 0,25 %, la capi- 
talisation au bout d’un an sera de 130 325 000 000 Y. Il convient 
ensuite de convertir ce capital en euros au taux de change qui prévau- 
dra dans un an, soit, d’après les prévisions : 


130 325 000 000 
120 
Le taux de rentabilité espéré d’un placement en yen est donc de 


8,60 %. Le même argument donne — 4,86 % en dollars et 4,50 % pour 
la livre. 


= 1 086 041 667€. 


Rentabilité 
10% 
8 % 
6% 
4% 
2% 
0 % 
—-2% 
4% 


Oo mr 
0% 2 % 4% 6 % 8 % 10 % 12% 


Risque 


BR JPY 


A GBP 


@ USD 


Figure 5.4 
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2. Chemins de rentabilité-risque d’un portefeuille de 2 devises évoluant 
graduellement entre le dollar, la livre, et le yen : 


Rentabilité 
10% 
8% 
6% 
4% 
2 % 
0% 
—2% 


4% 
‘ USD 
6% 


0 % 2% 4% 6% 8 % 10 % 12% 


Risque 


Figure 5.5 


3. Dans cette question nous devons déterminer la rentabilité et le risque 
de tous les portefeuilles possibles investis sur les trois devises. En 
notant #ysp> Wjpy €t Wagp le poids respectif de chaque devise, et en 
tenant compte de la condition de ne considérer que des investisse- 
ments longs, on obtient le système de contraintes : 


0<wysp<1:0<w;py<1;0<wçpp<1 


Wysp + Wjpy + WcBp = 1 


Le profil de rentabilité-risque d’un portefeuille P = (wysp» Wpy 
Wepp) respectant ces contraintes est donné par les équations : 


Cie | > w;w;O;O;p;; 
(ij) € {USD, JPY, GBP} 


où GO: est le risque de la devise z et p,; : est le coefficient de corrélation entre 
les deux devises z et j (égal à 1 si = 7.) 


Les étapes ci-dessous permettent de calculer la rentabilité et le risque 
d’un nombre fini de portefeuilles avec une feuille de calcul : 
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a) Construire une table des poids : 


Tableau 5.13 


USD 0 % 5% | 10% 
Wipy 
5) GO ve 95 % 90 % 


b) Construire une table de rentabilité des portefeuilles à partir de la 
table des poids et des données de rentabilité de chaque devise. 


c) Construire une table de volatilité des portefeuilles à partir de la table 
des poids et des données de volatilité et corrélation des trois devises. 


Cette méthodologie produit le graphique ci-dessous. Nous pouvons 
remarquer que plusieurs portefeuilles se situent au-delà des frontières du 
graphique précédent. En particulier, il existe un portefeuille combinant 
les trois devises de même rentabilité que la livre, mais de risque inférieur. 


Rentabilité 
10% 
8% 
6% 
4% 
2 % 
0% 
—2% 


—4% USD 
—6% 


0% 2 % 4% 6% 8% 10% 12% 
Risque 


Figure 5.6 


4. Un portefeuille investi à 25 % en dollars et 75 % en yens permet 
d'obtenir une rentabilité de 5,25 % par an, pour un risque de 7,16 % 
par an. Toutefois, grâce à l'analyse précédente, on remarque qu’il 
existe un choix plus rationnel: le portefeuille investi à 5 % en 
dollars, 30 % en yens et 65 % en livres a une rentabilité de 5,27 % 
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pour un risque de 5,68 % seulement. Un logiciel d'optimisation de 
portefeuille permettrait de déterminer les poids d’un portefeuille de 
rentabilité 5,25 % et de risque minimal. 


Problème 2*- Optimisation de portefeuille 
1. Un poids de signe négatif correspond à une vente à découvert (posi- 
tion short). 
2. Rentabilité du portefeuille R, en fonction de w, R, et R3: 
Rp= wRy+ (1 - w)Rg= Rp + W(R, — Rp) 
3. Variance du portefeuille : 


Var(R,) = Var(wR, +(1-w)R3) 


w°O, LUE w) 0; +2w(1-w)O,C3P 


2 2 2 
= (0, +0p-20108P)0 +208 O4p — Cg)w + CB 


Risque du portefeuille : 


Op = /VarCR,) 


4. Lorsque p = 1,ona: 


Op = Ju? 0 + = w) 05 + 2w(1-w)O,Op 


= (wo, + (1 - w)O3) 


= |wO4 + (1 - w)0z] 

La courbe de ©} est formée de deux demi-droites. Le minimum est 

5 * OZ N 
atteint en w = -———, auquel cas Op= 0. Dans le cas où, par 

04m 07 

exemple, l'actif A a un risque supérieur à B, cela revient à prendre une 
position short À et long B, avec des proportions telles que chaque actif 
pondéré ait la même variance. Comme les actifs sont parfaitement 
corrélés, les gains sur la position À seront exactement compensés par les 
pertes sur la position B et inversement. Le portefeuille ainsi constitué 

est sans risque : il doit donc être rémunéré au taux sans risque 7. 


MS 
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Le cas p = — 1 est similaire, avec l’avantage de n’avoir que des posi- 
tions longues. 


5. Dans le cas général, Var(R)) est une parabole, et comme -1<p<1 


2 e 
le coefficient dominant 6,+ O3 — 2046Zp est strictement positif : 
la parabole est dirigée vers le haut et admet un minimum en : 

+ OR(O4P — Op) 
wÙ ZT ——— 0 ——————— 
2, =) 
En conséquence, O}) admet un minimum au même point. Il est 
important de remarquer que ce minimum n’est pas nul : lorsque A et B 


ne sont pas parfaitement corrélés (ou anti-corrélés) il n’est pas possible 
d'éliminer tout le risque. 


Risque 


Ep] ———_—_—— 1. | 
50 0 % 50 % 100 % 150 % 200 % 
Poids 
Figure 5.7 


6. Si À est sans risque on a: 64,=0. R,= rest donc une variable 


constante, et sa corrélation avec À} est nulle. Dans ce cas 


Op = JG -w) 0% = |[1-w|o,: le risque du portefeuille est 


proportionnel à 63, en fonction du poids accordé à B. Le minimum 


est atteint lorsque w= 1, ze. lorsque l’on investit tout dans l’actif 
sans risque À, ce qui est sans surprise. 
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Modèle binomial 


Rappels théoriques 


Introduction 


Comme nous l’avons dit en introduction du chapitre 4, la valorisation 
des produits dérivés est un exercice souvent difficile qui nécessite de 
faire des hypothèses économiques. Une exception importante à cette 
règle sont les contrats à terme, dont le prix de non-arbitrage peut être 
déterminé avec des hypothèses minimales. 


Dans le cas des options, il faut ajouter des hypothèses sur l’évolution 
du prix du sous-jacent. Le modèle le plus simple et le plus didactique 
est celui proposé en 1979 par Cox, Ross et Rubinstein, où l’on envisage 
uniquement deux évolutions possibles (typiquement : une hausse et 
une baisse) sur une seule période. 


En dépit de sa simplicité, cette approche débouche sur un algorithme 
de valorisation qui s'avère très efficace et robuste et est toujours employé 
dans les salles de marchés. Ce n’est que depuis la fin des années 1990 qu’il 
a été progressivement remplacé par des méthodes plus sophistiquées en 
réponse à l'essor des marchés dérivés (plus de 1 800 billions! de dollars en 
2006 selon la Banque des règlements internationaux). 


1. Rappelons qu’en français un billion vaut 10/2, c’est-à-dire mille milliards. 
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Le modèle binomial est une très bonne initiation au modèle de 
Black-Scholes introduit au chapitre 10. Nous recommandons donc une 
lecture approfondie de ce chapitre. 


Arbres binomiaux (binomial trees) 


Arbre binomial à une période : un exemple 


Supposons que le prix de l’once d’or est de 400 $ et que les analystes 
envisagent soit une hausse de 100 $, soit une baisse de 50 $ dans un 
mois, comme illustré ci-dessous (figure 6.1). 


sŸ-500$ 


So = 400 $ 
S7 = 350 $ 
Figure 6.1 — Arbre binomial à une période du prix de l’once d’or 


Considérons une option d’achat (ca/}) sur une once d’or, de maturité 
T=1/12 et strike 450 $. Selon l'arbre binomial, le détenteur est 
confronté à l'alternative suivante : 


° dans le cas favorable « sp », noté (4), où le prix monte à 500 $, son 
bénéfice à échéance Test : 


M) 2 500 — 450 = 50 $ 


* dans le cas défavorable « down », noté (d), où le prix baisse à 350 $, 
son call ne lui rapporte rien : 


= 0 


Le détenteur peut donc choisir de vendre immédiatement son call sur 
le marché et empocher sa valeur c, (un montant positif puisque le payoff 
d’une option vanille est toujours positif), ou bien de prendre le risque 
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d’attendre l’échéance T'et empocher un profit aléatoire. Cette situation 
est résumée par le diagramme suivant : 


500 $ 
[+ 50 $] 
350 $ 
[+ Gl] 
350 $ 


[0] 
Figure 6.2 — Valeur du call à chaque nœud de l'arbre binomial 


Cependant, il existe une stratégie permettant d’éliminer le risque 
à échéance T. En effet, si le détenteur du cal] décide de vendre immé- 
diatement une quantité d’or À, la valeur de son portefeuille (call et actif 
sous-jacent) est : 


500 $ 
[50 — 500 xA] 
400 $ 
[Co — 400 x A] 
350 $ 
[0 — 350 x A] 


Figure 6.3 — Valeur d’un portefeuille /ong call 
et short À onces d’or 


En choisissant À de façon à ce que les deux valeurs possibles du 
portefeuille à échéance 7° soient identiques, le détenteur élimine le 
risque auquel il était confronté. En l’occurrence, s’il choisit À tel que : 
50 — 500A = — 350A, ze. À = 1/3, alors la valeur à échéance 7'de son 
portefeuille long call et short 1/3 de sous-jacent est toujours égale à 
— 116,67 $!, indépendamment du prix de l'or à échéance T. 


1. Rappelons qu’un portefeuille de valeur négative ne correspond pas à une perte mais 
simplement au montant à verser pour le liquider (cf chapitre 5). 
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Ce portefeuille est sans risque, son taux de rentabilité entre les 
instants #= 0 et = T'doit donc être égal au taux sans risque 7; sous 
peine d'opportunité d'arbitrage. De façon équivalente, la valeur du porte- 
feuille à échéance += T'étant fixe, nous pouvons calculer sa valeur actuelle : 


116,67 
G+r)" 


Or, nous savons également que la valeur du portefeuille à = 0 est : 


VA = - 


co 400A = Gp = 3 * 400 = «133, 33 
Ces deux résultats étant égaux, nous obtenons que la valeur du call à 
l'instant #= 0 est : 
116,67 
( 1 + r) cl 


Avec un taux sans risque de 5 % et une maturité 7 = 1/12, nous 
avONS : Cp = 17,13$. 


Co = 133,33 — 


Arbre binomial à une période : cas général 


Plus généralement, considérons un produit dérivé dont la valeur D, est 
une fonction du temps £et du prix spot S, d’un actif sous-jacent. Dans un 


arbre binomial à une période [0 ; 71, le prix initial $, du sous-jacent est 


connu, et le prix final S--est subdivisé en deux hypothèses : ” et ce, , 


S® 
(D? 
So 
[Dj] 
s? 
(DF 


Figure 6.4 — Arbre binomial : cas général 
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Si nous constituons un portefeuille /ng du produit dérivé et short 
d’une quantité À d’actif sous-jacent, sa valeur à tout instant # est : 


P,= D, - AS. En choisissant À de sorte que p) = po , on obtient 
t t fr q T T 


un portefeuille sans risque : sa valeur à échéance T ne dépend pas! de 
S7: En conséquence, Pest assimilable à un cash flow fixe dont la valeur 


EP 


actuelle à l'instant = 0 est: P, = TT à re est le taux d'intérêt 
( 1 + r 

annuel sans risque à échéance 7. Il suffit alors de remarquer que, par 

définition : P,= D, — AS, pour en déduire la valeur D, du produit 


dérivé à l'instant += 0 : 


D '2A% se 


D, = AXSG+ 
(1 +r) 
ou Se —————— 
___o 


9 9 h 
où les valeurs ne et sa peuvent être choisies librement mais exclu- 


sivement dans l’une ou l’autre hypothèse (4)p, (down. 

Le coefficient À à une interprétation simple: il s’agit du ratio 
d'amplitude entre les deux valeurs finales envisagées pour le produit 
dérivé, par rapport aux deux valeurs finales envisagées pour le sous- 
jacent : 


52 


A = —T 


Arbre binomial à plusieurs périodes 


Le modèle binomial se généralise aisément à plusieurs périodes. Nous 
en illustrons le procédé en reprenant notre exemple de l'or. Le prix 
spot est toujours de 400 $ et l’arbre ci-dessous donne les prévisions des 


1. Plus exactement : la valeur à échéance du portefeuille ne dépend pas de la réalisation 
de l’une ou l’autre hypothèse [= SÛ et [S = 5. 
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analystes sur les deux prochains mois. Les analystes pensent égale- 
ment que le taux d’intérêt sans risque sera stable à 4 % sur chaque 
période. 


550$ 
500$ 
400$ 
400$ 
390 $ 
350$ 
300 $ 


Figure 6.5 — Arbre binomial de l’évolution du prix de l'or 
sur 2 périodes 


Compte tenu de ces informations, nous pouvons calculer la valeur p, 
d’un put sur une once d’or de strike 450 $ et de maturité deux mois. Il 
suffit pour cela d’itérer le modèle binomial à une période de manière 
rétrograde : 

+ Étape = 1/6 (2 mois) : la valeur du put est donnée par le payoff: 
p= max(0 ; X— S,) = max( 0 ; 450 — S,). Nous avons alors l'arbre 
suivant : 


550 $ 
500 $ ro] 


400 $ 
400 $ [50 $] 


390 $ 
350 $ [60 $] 


300 $ 
[150 $] 


Figure 6.6 — Valeur du put à l'étape £= 1/6 (2 mois) 
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° Étape := 1/12 (1 mois) : nous appliquons le modèle à une période 
dans chacune des deux hypothèses (4), (d) : 


— Hypothèse (4) : 


G) _ 0-50 _ 1 
550 — 400 3 
0 (- :) x 550 
G L _1lysoo+ —— = 16,07$ 
(1+4%) 
— Hypothèse (4) : 
AD = 60-150 _ | 
390 — 300 
pl = - 3504 150-CDX300 2 53 $ 
(1+4%) 
550 $ 
[0] 
400 $ 
390 $ 
[60 $] 
[98,53 $] 
300 $ 
[150 $] 


Figure 6.7 — Valeur du put aux étapes £= 1/12 (1 mois) 
et = 1/6 (2 mois) 


+ _ Étape r = 0 : nous appliquons une dernière fois le modèle à une période : 


_ 16,07-98,53 _ 


- 055 
500 — 350 
: 16,07 — (— 0,55) x 500 _ 
Po = — 0,55 x 400 + IIS = 70,12 $ 


(1+4%) 
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Conclusion : la valeur d’un pur de strike 450 $ et de maturité 2 mois 
est de 70,12 $. En comparaison, le prix d’un contrat forward de mêmes 
caractéristiques est — 47,09 $, et la valeur d’un cal] de mêmes caractéris- 
tiques est 23,05 $. 


Exercices 


Exercice 1 : arbre binomial à 2 périodes 


L'action Wurtz AG cote actuellement 120 € à la bourse de Francfort. 
Les analystes envisagent l’évolution des prix suivante pour les deux 
prochaines années : 


180 
150 
120 140 
100 
Figure 6.8 


Les analystes prévoient en outre que l’action ne versera pas de divi- 
dende et que le taux sans risque sera de 5 % à chaque période. 


1. Calculez la valeur d’un c4// européen sur l’action Wurtz AG de strike 
130 € et de maturité 2 ans. 


2. Calculez la valeur d’un put européen sur l’action Wurtz AG de strike 
130 € et de maturité 2 ans. 


124 


© Dunod -— La photocopie non autorisée est un délit 


CHAP. 6 MODÈLE BINOMIAL 


Exercice 2 : options « à la monnaie forward » 


Le prix du lingot d’or de 1 kg est actuellement de 10 000 $. Les analys- 
tes pensent que le cours peut monter ou baisser de 10 % tous les 
6 mois, et que le taux d’intérêt sans risque sera stable à 5 % par an pour 
toutes les échéances. 


1. Tracez l'arbre binomial modélisant l’évolution du prix du lingot d’or 
pour l’année à venir. 


2. Calculez le prix forward F à échéance 1 an du lingot d’or. 


3. Calculez la valeur d’un call européen sur un lingot d’or, de maturité 
lanet de strike F. 


4. Calculez la valeur d’un put européen sur un lingot d’or, de maturité 
lanet de strike F. 


5. Comparez les valeurs de ces deux options. Ce résultat était-il prévisible ? 


Exercice 3* : modèle binomial et contrats forward 


On se place dans le cadre du modèle binomial à une période. 

1. Montrez que le modèle binomial est cohérent avec la formule du prix 
de non-arbitrage d’un contrat forward démontrée au chapitre 4, 
page 71. (Autrement dit, appliquez le modèle binomial à une 
période à un contrat forward d'échéance T'et strike K sur un sous- 
jacent ne versant pas de revenu, et comparez votre résultat à la 
formule du chapitre 4.) 


2. Montrez que siK> ss > se , alors la valeur du pur est égale au prix 


de non-arbitrage d’un contrat forward de mêmes caractéristiques. 


Que se passe-t-il lorsque X°< se) < se ? 


Exercice 4 : option américaine 


Avec un arbre binomial à deux périodes, calculez le prix d’un put améri- 
cain à échéance 2 ans de strike 50 $. L’actif sous-jacent ne verse pas de 


1. L’astérisque désigne les exercices de difficulté supérieure, correspondant aux démons- 
trations et concepts avancés. 
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revenu, son prix spot de 50 $ peut monter ou baisser de 20 % à chaque 
année, et le taux d'intérêt annuel sans risque est constant à 5 % sur 
chaque période. /ndication : à chaque nœud de l'arbre, l'option améri- 
caine peut être exercée immédiatement avec un gain de K—S,. Un individu 
rationnel choisira donc d'exercer l'option avant terme si ce gain est supé- 
rieur à la valeur de l'option conservée jusqu à l'étape suivante. 


Exercice 5 


En utilisant une feuille de calcul, calculez avec un arbre binomial à 
12 périodes la valeur d’un call européen de maturité 1 an et de strike 
100. L’actif sous-jacent ne verse pas de revenu, son prix spot de 100 
peut monter ou baisser de 2 % chaque mois, et le taux d’intérêt annuel 
sans risque est constant à 10 % sur chaque période. /ndication : remar- 
quez que, avec ces hypothèses, les branches de l'arbre se rejoignent aux 
nœuds intermédiaires. 


Exercice 6 : call sur obligation 


On considère le cas où la courbe de taux zéro est plate au taux 7 qui peut 
varier périodiquement. Actuellement, 7 = 5 % pour toutes les échéan- 
ces. Les analystes envisagent l’évolution du taux 7 suivante sur les deux 
prochaines années : 


8 % 
7% 
5 % 5 % 
3 % 
2% 
Figure 6.9 


1. Calculez l’évolution correspondante du prix d’un zéro-coupon de 
maturité initiale 5 ans et de nominal 100. Remarquez que la distance 
à maturité du zéro-coupon diminue à chaque étape. 


2. Calculez la valeur d’un call européen sur ce zéro-coupon, de maturité 
2 ans et de srike 90. 
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Problème 1 - Options à barrière 


Une option à barrière désactivante est une option qui ne peut être exer- 
cée à échéance que si, entre la date de départ et la date d'échéance, le 
prix du sous-jacent n’a jamais atteint ou traversé un prix barrière H fixé 
à la date de départ. Symétriquement, une option à barrière activante H 
ne peut être exercée à échéance que si le prix du sous-jacent à atteint ou 
traversé le prix barrière H. 


1. Pensez-vous que les options à barrières doivent être : 

a) plus chères que les options vanille de mêmes caractéristiques ? 
b) moins chères que les options vanille de mêmes caractéristiques ? 
c) tantôt plus chères, tantôt moins chères ? 


2. Dans cette question, on considère des calls de strike 100 et de matu- 
rité 1 mois. Le prix spot du sous-jacent est 90. 


a) Que pensez-vous de la valeur d’un ca/! à barrière désactivante 
H= 95 ? De celle d’un call à barrière activante H = 95 ? 


b) Quelle différence qualitative voyez-vous entre un call à barrière 
désactivante H = 80 et un call à barrière désactivante H”= 110 ? 


c) Supposez que la valeur du cal] vanille est de 2, et que celle d’un call à 
barrière désactivante 4 = 80 est de 1. Pouvez-vous en déduire la 
valeur d’une autre option à barrière ? 


d) À l’aide d’un modèle binomial à trois périodes, calculez la valeur 
d’un call à barrière désactivante 4 = 80. Vous supposerez que le prix 
du sous-jacent peut monter ou baisser de 15 à chaque période, et que 
le taux d’intérêt est nul. 


Problème 2*- Probabilité neutre au risque 


On se place dans le cadre du modèle binomial à une période [0 ; 7]. On 
désigne par © l'hypothèse #p et @ 7 l'hypothèse down, et par pl et 
p® les probabilités associées. L’actif sous-jacent ne verse pas de revenu 
et a un prix $, à tout instant £. D, est la valeur à l’instant : d’un produit 


dérivé sur cet actif, r est le taux annuel sans risque, et AUE (1+r F1 
est le taux composé sur la période [0 ; 7]. On suppose de plus que: 


127 


FINANCE DES MARCHÉS 


ss = Sj(1 + w)et ce = S,(1 + d), où et d sont des paramètres 


tels que:#>n1l>4d>-1. 
1. Dans cette question seulement S, = 100, 7'=1, r=5 %, u = 6 %, 
= 4%. Calculez le prix d’un call de strike 100. Cette valeur 
dépend-elle des probabilités pl? et p(9 ? 
2. Montrez que D, peut s’écrire sous la forme : 


1 


(1 #7 


où p est fonction de nl yet d. 


Di= boss -nD0, 


3. Prouvez que 0 < p < 1, puis montrez que si p() = D et p@ =1-p, D, 
est égal à l’espérance de la valeur actuelle de D. 


4. On suppose dorénavant que pl” = p et pa = lp. 

a) Exprimez le taux de rentabilité R- de l’actif sous-jacent en fonction 
de S, et Sz 

b) Déterminez l'espérance de rentabilité E(R-) de l'actif sous-jacent. 


c) Pourquoi qualifie-t-on la probabilité p de « neutre au risque » ? 
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Solutions des exercices 


Exercice 1 : arbre binomial à 2 périodes 


1. Valeur d’un cal] européen sur l’action Wurtz AG de strike 130 € et 
de maturité 2 ans : 


180 
[50] 


150 
[26,19] 


120 
[12,09] 


140 
[10] 


110 


[3,69] 100 
[0] 
Figure 6.10 
+ Étaper= 1: 
Hypothèse (4) : 
(4) 50 —10 (u) 130 
A = = = | = SO = 26,19 € 
1 180-140 1 Do 
Hypothèse (4) : 
(d) 10—0 
A = —— =0,25 
| 140 — 100 
= 02101 0e Me 6e 
1-05 
Q Étape = 0E 
150=INI0 
co = 0,5625 x 120 + Se ur = 12,09€ 
2. Valeur du put européen de strike 130 € et de maturité 2 ans: 
Po=10€ 
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(Cette valeur se calcule soit avec un arbre binomial, soit en utilisant 
la relation de parité cal/-put.) 


Exercice 2 : options « à la monnaie forward » 


1. Arbre binomial modélisant l’évolution du prix du lingot d’or : 


12 100 
11 000 
10 000 9 900 
9 000 
8 100 
Figure 6.11 


2. Prix forward F à échéance 1 an du lingot d’or : 
F= 10 000 x (1 + 5%) = 10 500 $ 


3. Valeur d’un cal] européen sur un lingot d’or, de maturité 1 an et de 
strike F= 10 500 $ : 


11 000 12 100 
[973,52] [1 600] 
10 000 9 900 

[592,34] [0] 
ie 8 100 

[0] 

Figure 6.12 
0 Étape t= 0,5, hypothèse (v) : 
FAN Le, 
12 100 — 9 900 
D = 0,7272 X 11 000 + EN 2 973,425 
CES 0) 
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+ Étapes = 0: 


_ _973,42-0 
0 11 000 — 9 000 


0 — 0,4867 x 9 000 
00) 


4. Valeur d’un put européen sur un lingot d’or, de maturité 1 an et de 


strike F= 10 500 $ : 


= 0,4867 


co = 0,4867 X 10 000 + 206 


Po — 592,26 $ 


5. Co = po. En effet, d’après la relation de parité call-put : co — po = FC. 
Or le strike est égal au prix forward F: la valeur FC, du contrat 
forward est donc nulle. 


Exercice 3* : modèle binomial et contrats forward 


1. Le payoff d’un contrat forward est : 
FCr=S7-K 
(ST =) 

Ainsi : 

ST -A-AST Ce  _K 

Gr) L G+r7 
Ce résultat correspond à la formule démontrée au chapitre 4. 

2.Si K> CORTE 


ECy = AS + 


D = maxté S 0) = K 0 


p9 = max(K- 59, 0) = k- 50 


Autrement dit, le payoff du put dans chacune des hypothèses (4) et 
(d) est identique à celui d’une position short sur un contrat forward. 
D’après la question précédente, on a donc : p5 = FC. 
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Si K< Ce | = pie = 0, donc :p9=0. 
Ces résultats se généralisent aisément au cas du call et facilitent 
souvent les calculs dans les arbres multipériodiques. 


Exercice 4 : option américaine 
72 
60 [O] 
50 48 
[3,99] [2] 


40 
[10] 32 
[18] 


Figure 6.13 


e Étape = | s 
Hypothèse () : 


() _ 0-2 (a) 
Al = = — 0,08 = — 0,0833 x 60 
ns 33 —p\ 33 


. 0 + 0,0833 x 72 
1+5% 
Avec un sous-jacent à 60 $, il serait suicidaire d'exercer immédiate- 
ment l'option, donc : #0 = 0,71$. 
Hypothèse (4) : 
(d) 2—18 (d) 50 
HER ee 
| 48 — 32 ni 1+5% 
Avec un sous-jacent à 40 $, exercer immédiatement l'option 


rapporte 10 $ ; donc: PE = 108$. 


01 


= 7,62$. 


Q Étape = (0 
0,71 — 10 
= = = DAGAS 
60220 
10 + 0,4645 x 40 


= — 0,464 + 
Po = — 0,4645 x 50 en 


= 3,99 $. 
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Avec un sous-jacent à 50 $, il serait dérisoire d’exercer immédiate- 


ment l'option, donc : P 


Exercice 5 


US) 


= 3,99$. 


L'arbre ci-dessous (figure 6.14) donne les résultats obtenus à l’aide 
d’une feuille de calcul. Il y a 12 périodes mensuelles et 13 colonnes. Le 


taux d'intérêt à utiliser est 1,10 


104,04 

102,00 [11,73] 
100,00 [10,48] 99,96 
CP2R98,00 [7,84] 
[6,79] 96,04 

[4,51] 
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106,12 
13,04] 
101,96 
8,99] 
97,96 
5,39] 
94,12 
2,58] 


108,24 
14,41] 
104,00 
10,21] 
99,92 
6,38] 
96,00 
3,23] 
92,24 
1,14] 


110,41 
15,82] 
106,08 
WE 
101,92 
7,48 
97,92 
4,00 
94,08 
1,52 
90,39 
0,30 


1/12 


112,62 
17,27] 
108,20 
12,86] 
103,96 
8,67 
99,88 
4,90 
95,96 
2,00 
92,20 
0,43 
88,58 


0,00 


114,87 
18,76] 
110,36 
14,26] 
106,04 
9,95 
101,88 
356) 
97,88 
2,62 
94,04 
0,62 
90,36 
0,00 
86,81 
0,00 


Figure 6.14 
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117,17 
20,29] 
112,57 
15,70] 
108,16 
11,29] 
103,92 
7,09 
99,84 
3,40 
95,92 
0,89 
92,16 
0,00 
88,55 
0,00 
85,08 
0,00 


119,51 
21,86] 
114,82 
17,18] 
110,32 
12,67] 
105,99 
8,35 
101,84 
4,35 
97,84 
1,28 
94,01 
0,00 
90,32 
0,00 
86,78 
0,00 
83,37 
0,00 


— 10,8 % par mois. 


121,90 
23,48] 
117,12 
18,70] 
112,53 
14,10] 
108,11 
9,69 
103,87 
5,47 
99,80 
1,84 
95,89 
0,00 
92,13 
0,00 
88,51 
0,00 
85,04 
0,00 
81,71 


0,00 


124,34 
2515 
119,46 
20,25 
114,78 
1557 
110,28 


11,07 
105,95 
6,74 
101,80 
2,66 
97,80 
0,00 
93,97 
0,00 
90,28 
0,00 
86,74 
0,00 
83,34 
0,00 
80,07 
0,00 


126,82 
26,82 
121,85 
21,85 
117,07 
17,07 
112,48 
12,48 
108,07 
8,07 


103,83 
3,83 
99,76 
0,00 
95,85 
0,00 
92,09 
0,00 
88,48 
0,00 
85,01 
0,00 
81,67 
0,00 
78,47 
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Exercice 6 : call sur obligation 


1. Le prix d’un zéro-coupon à échéance T'est donné par la formule (cf. 


chapitre 3) : 
p= 10 
(1+2(7)) 


En appliquant cette formule à chacun des nœuds de l'arbre, nous 
obtenons l'arbre de l’évolution du prix du zéro-coupon : 


79,38 
76,29 
78,35 86,38 
De 94,23 
Figure 6.15 


Par exemple, le prix au nœud terminal intermédiaire est calculé 
comme suit : 


100 
(02). 


(Dans 2 ans, la maturité du zéro-coupon ne sera plus que de 3 ans.) 


ue = 86,38 


2. La subtilité de cette question réside dans Le choix du taux d’actualisa- 
tion à chaque nœud de l’arbre : dans cet exercice le taux d’intérêt est 
variable. En tenant compte des différentes prévisions de taux des 
analystes, nous obtenons les valeurs de cal] ci-dessous : 


79,38 
76,29 ro] 
78,35 86,38 
[1,22] [0] 
88,85 
[4,23] 
Figure 6.16 
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+ Étape s= 1, hypothèse () : 


(d) 0 — 4,23 
À = ————— = 0,5389 
! 86,38 — 94,23 
0 = 0,5389 x 88,85 + 0—0,5589 x 86,38 _ ; do 
PSS 
+ Étapes =0: 
o = 0269 À 52142 
76,29 — 88,85 
0 — 0,2142 x 76,29 
= 0,2142 X 78,35 + 2" = 1,22 
w0 Le 1+5% 


Problème 1 - Options barrières 


1. Par rapport aux options vanille, les options barrières imposent des 
conditions supplémentaires pour pouvoir être exercées. Les chances 
de recevoir le payoff sont plus faibles en présence de barrières, la 
valeur de ces options doit donc être inférieure à celle des options 
vanilles de même caractéristiques. 


2. a) Les diagrammes ci-dessous représentent les payoffs respectifs des 
calls à barrières désactivante et activante : 


CNT 


ST 


90 95 100 


Figure 6.17 — Payoff 
d’un call de strike K= 100 
à barrière désactivante H = 95 


ON 


Figure 6.18 — Payoff 
d’un call de strike K= 100 
à barrière activante Æ = 95 
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Il est clair que le c4/] à barrière désactivante a une valeur nulle puis- 
que, pour dépasser le sérike, le sous-jacent doit nécessairement fran- 
chir la barrière, ce qui a pour effet de rendre le cl] non exerçable. 


Symétriquement, le cal] à barrière activante doit avoir la même valeur 
qu’un cal] vanille, puisque, pour dépasser le strike, le sous-jacent doit 
nécessairement franchir la barrière, dont l’effet est simplement de 
rendre le call exerçable. 


b) Le call à barrière désactivante H= 80 perd définitivement toute 
valeur si le sous-jacent baisse de 90 à 80 ou moins. Or, le strike étant 
de 100, si le sous-jacent atteint 80 il est moins probable qu’il 
remonte au-delà de 100 en moins d’un mois. Le détenteur du call à 
barrière désactivante 4 = 80 a moins de risque d’avoir des regrets si 
la barrière est touchée. 


En revanche, dans le cas d’une barrière désactivante à = 110, le 
franchissement de la barrière peut être extrêmement frustrant dans 
la mesure où la valeur intrinsèque! du cal] passe brutalement de 9,99 
à O0. 

c) Un portefeuille constitué d’un call à barrière activante et d’un call à 
barrière désactivante de même niveau Æ = 80 a exactement le même 
payoff qu’un call vanille. Si le call vanille vaut 2 et le call à barrière 
désactivante vaut 1, nous pouvons en déduire que le call à barrière 
activante doit aussi valoir 1. 


d) Dans cette question, il est important de remarquer que la valeur de 
l'option à barrière dépend du chemin exact suivi par le sous-jacent : 
à chaque nœud de l’arbre nous devons déterminer si le sous-jacent a 
précédemment franchi la barrière ou non. Pour cela, nous utilisons 
un arbre dont les branches ne se rejoignent pas, et éliminons les bran- 
ches lorsque le sous-jacent franchit la barrière de 80. 


1. La valeur intrinsèque d’une option est Le profit qui serait obtenu si l'option était exer- 
cée immédiatement (en supposant qu’il soit possible de l’exercer avant échéance 
comme une option américaine). 
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135 [35] 
105 [S] 
105 [S] 
75 [0] 
A EEE e 105 10 
_ 7 [ 
Fil L ÈS 
| 0 nn © 75[0] 
‘ei 
CR CON e 75 [0] 
._ 
à de. 
[0] . 
Figure 6.19 
| Hs 12, nœuds Cet Dr 
Ap=l 
5-0 
GC 135 — 105 


C = 01667 XI0+(D0=01667 X 75) = 25 
0 Étape t= 1, nœud B: 


A 20-25 _ 55833 
120290 


B 


05833*105 (2005853120) 1125 
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e Étape t= (), nœud À : 


11,25=10 
À, = 2 037% 
CT ET 


A =10575*X90+(02 0,375 <75)=5,0625 


Problème 2*- Probabilité neutre au risque 


1. Valeur du call de strike 100 : 


106 
plu) [6] 
100 
[5,14] 
(a) 96 
d [o] 
Détail des calculs : 
CURE 0,6 
106 — 96 
Dole 
1+5% 


Cette valeur ne dépend clairement pas des probabilités p 


2 Onra;: 


(d) (d) 

S JD 

Dir afs- T s}* E = 
(1+7r) (1+7r) 


po-D9. _ s9 |, 
a | r | : 
Sr —Sr (1+7r) (1+7r) 


er ES De 
SON Ps 
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7 7 d 7 d 
_.…; Ee (Den) G+4DP-DP) 
a TETE ” 
CE u— d u— à 
T° T = 
Eu 1 [t+2 1-4 (6 u—(l+r) +1 (0 
Co CE CE 
(1+7r) ve 4 = 
nd du) 4 7 pd) 
: AS UN, = 707 
(1+r) - = 
Je il 
En choisissant p = , on vérifie que : 1—p = , d’où 
u— u— d 


la formule demandée. 


3. Comme :#>7171>4>-1,ona: #-d>n11- 4> 0, et donc: 
O0 <p <1. Nous pouvons alors légitimement choisir comme 
probabilités : p() = p et p(9 = 1  p. En substituant ce choix dans 
l'équation obtenue à la question précédente, nous obtenons : 


1 u 7 d d 
D, = = y Doha) nie) 
(1+7r) 
[l 
= E(Dy) 
(1+7r) 
D 
(1+7) 
4. a) Taux de rentabilité R;-de l'actif sous-jacent en fonction de S, et S;.: 
Re = Sy So 
So 


b) Espérance de rentabilité E(R)) de l'actif sous-jacent : 


E(Ry) = Her) 


So 
S(1+%)—S S(1+d)-S 
0 - te) - 0 
0 0 
= pu+(1-p)d 
[7] 
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c) Rappelons que 711 est le taux sans risque sur la période [0 ; 7], c’est- 
à-dire le taux de rentabilité obtenu sur un placement qui n’est sujet à 
aucune incertitude à horizon 7. L’actif sous-jacent, en revanche, 
constitue un placement risqué, puisque son taux de rentabilité sera 
soit # > 111 soit d < r11 selon l’état de la nature @? ou &? qui se 
réalisera. Un investisseur rationnel n’investirait dans l'actif sous- 
jacent S que s’il en espère une rentabilité supérieure à »[/1, autrement 


dit une prime de risque (cf. chapitre 5.) 
Cependant le prix D, du produit dérivé ne dépend pas des probabi- 


lités p( et p(Ÿ. Si l’on veut exprimer Dj comme espérance de sa valeur 
future D actualisée, on doit choisir une probabilité particulière : 
p° = p and pŸ = 1 — p. Cette probabilité a comme propriété remar- 
quable de rendre l’espérance de rentabilité de l’actif sous-jacent S égale 
au taux sans risque (et non supérieure). Cela revient à se placer dans le 
monde d’un investisseur « aveugle » au risque de S et qui accorde à tous 
les actifs une espérance de rentabilité égale à celle de l’actif sans risque, 
d’où l'expression « probabilité neutre au risque ». 
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Le modèle log-normal 


Rappels théoriques 


Le modèle log-normal 


Valeur équitable (fair value) 


Le modèle binomial présenté au chapitre 6 ne considère que deux 
évolutions possibles du prix de l'actif sous-jacent. Il a l'avantage d’être 
simple et l'inconvénient d’être simpliste ; pour le rendre plus réaliste, il 
est nécessaire de le réitérer sur de nombreuses périodes. 


Une autre approche peut être développée à partir de la théorie des 
probabilités : en supposant que le prix S-- du sous-jacent à échéance 7° 
suit une loi aléatoire donnée (par exemple, une loi uniforme, normale 
ou, comme nous allons le voir, log-normale), alors la valeur équitable 
(fair value) d’un produit dérivé européen de payoff D7= f{T, S7) est 


donnée par l'espérance du payoff actualisé : 


D, = ce #) 
(1+7) 


où rest un taux d'actualisation annuel. 
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Pour constituer un modèle de valorisation à proprement parler, cette 
approche nécessite deux hypothèses : 


* une hypothèse sur la loi aléatoire de S--; 


° une hypothèse sur le taux d’actualisation r à retenir. 


Loi aléatoire de Sr 


Le choix de la loi de S;-dépend de la nature de l’actif sous-jacent. À titre 
d'exemple fondamental, les trois propriétés suivantes sont considérées 
comme désirables lorsque l'actif sous-jacent est une action. 


1. S-> 0 : une action doit toujours avoir un prix positif. 
Fo ; 
2.(Dr=S7)=|D,= ne | le modèle doit être forward- 
(1+7r) 


neutre\, .e. valoriser correctement un contrat forward délivrant une 
unité d’actif sous-jacent à échéance 7 (sous peine d’arbitrage). 


3. Il existe un prix médian S* tel que pour tout x 2 1, P| > x ) 


$ 
= [a £ :] : le prix de l’action a la même probabilité de doubler 
x 


que d’être divisé par deux par rapport à son prix médian, et plus géné- 
ralement pour tout facteur multiplicatif x. 


Ces trois propriétés sont notamment respectées par la loi log- 


normale d’espérance In Æ — lo? T'et écart-type G/T', où F, est le prix 
P 0; tp oest le p 


forward du sous-jacent à échéance T'et G est un paramètre de volatilité 
(cf. chapitre 4 pour la notion de prix forward et chapitre 5 pour la 
notion de volatilité). 


Les figures 7.1 et 7.2 ci-après illustrent la différence entre loi normale 
et loi log-normale selon deux hypothèses de volatilité : haute (40 %) et 
basse (10 %). 


1. La notion de neutralité forward est proche de celle de neutralité au risque abordée au 
chapitre 6, problème 2. 
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La loi El 
normale Loi x" normale 
peut normale 
prendre 
des | 
valu \ | JLoïog ne 
négatives\ onnale LT 
—100 0 100 200 300 400 0 50 100 150 200 
Figure 7.1 — Lois normale Figure 7.2 — Lois normale 
et log-normale et log-normale 


S,= 100, F,=125, 6=40%, T=1 S=100, F= 125, 0=10 %, T=1 


Taux d'actualisation 


Le choix du taux d’actualisation 7 est bien moins évident qu'il n’y 
paraît. Si le payoff du produit dérivé était un cash-flow certain : D-= C, 
alors un raisonnement par arbitrage nous imposerait de choisir le taux 
zéro-coupon sans risque à échéance 7': r= z(7). Mais dès lors que le 
payoff est aléatoire, il entraîne un risque de moins-value, et ce risque 
devrait à priori être rémunéré par un taux 7 plus élevé que le taux sans 
risque z(7). 

Nous verrons cependant au chapitre 10 que ce risque peut en théorie 
être complètement éliminé par la technique du delta-hedging, exposée 
au chapitre 8. On retiendra donc le taux zéro-coupon, bien que la justi- 
fication d’un tel choix provienne d’un modèle plus complet. 


En particulier, si le sous-jacent ne verse pas de revenu, la condition 
de neutralité forward sur la loi de S;- devient : 


(D7=Sn = (D,=S;) 


Formules analytiques (closed-form formulas) 


Le modèle log-normal permet de valoriser les calls et puts européens de 
façon analytique en fonction des paramètres suivants : 


* les caractéristiques du contrat : sous-jacent S, strike K et maturité T'; 
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° le prix forward du sous-jacent à horizon T': F,; 
ele taux d’intérêt sans risque annuel à échéance T': r= 2(7) ; 
la volatilité annuelle du sous-jacent : G. 


Des techniques classiques de calcul intégral laissées en exercice (cf. 
Problème) produisent les formules ci-dessous : 


co = ——{FN(4) - KN(d:)] 
(1+7r) 

Do = —— LAN d)— FN(- d)] 
(1+7r) 


où V(.) est la fonction de répartition de la loi normale standard (cf. 
Annexe A), et d,, d, sont les coefficients : 


F 
Has OT 


D 
GNT 
F 
no T 
OT 


Exemple 


L'action Standard & Logs Ltd. cote 290 pence à la bourse de Londres, ne 
verse pas de dividende et a une volatilité de 40 %. Le taux d’intérêt à 3 mois 
est de 4 %. En utilisant la formule analytique, la valeur équitable d’un cal] 
de strike 300 pence et de maturité 3 mois est d’environ 20 pence : 


— Prix forward à 3 mois de Standard & Logs Ltd. : 
F5 = 290 x (1 +4 %)°2 2 292,86 
— Coefficients d, et d, : 


In 22286 +1 x (0,42) x 0,25 
QE 
0,4 x ,/0,25 
MARS 2 (0,4°) x 0,25 
QE 


0,4 x ,/0,25 
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— À l’aide d’une calculatrice scientifique ou d’une table de loi normale nous 
obtenons : M(d,) = 0,4918 et N(d,) = 0,4127, d’où la valeur équitable 
du call : 


Il 


= 1292.86 x 0,4918 — 300 x 0,4127] = 20,01 
(1 +4 %)° 


Co 


Les figures 7.3 et 7.4 ci-dessous comparent la valeur équitable et le 
payoff d’un call et d’un put respectivement en fonction du prix du sous- 
jacent. L’aire grisée (la différence entre la valeur équitable et le payof}) 
met en évidence la valeur-temps (time value) des options ; celle-ci 
diminue à l’approche de la date de maturité. 


100- c 100 + p 
Valeur 
75 du call y 75 
50 - 50 | . Valeur du put 
Valeur Valeur 
25 - temps = Payotf 25- temps 
ë s à Payoff à S 
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 
Figure 7.3 — Valeur équitable Figure 7.4 — Valeur équitable 
et payof} d’un call et payoff d’un put 


Méthode de Monte-Carlo 


En dehors des options vanille et de quelques autres options exotiques 
classiques, il est rare de pouvoir obtenir des formules analytiques. Il est 
alors nécessaire de recourir à des méthodes numériques, telle la méthode 
de Monte-Carlo. 


Cette méthode consiste à simuler un très grand nombre de valeurs de 
S7selon sa loi aléatoire, et de calculer le payoff du produit dérivé à chaque 
simulation. La valeur équitable du produit dérivé est alors approxima- 
tivement égale à la moyenne arithmétique des payoffs simulés : 


1 Le 
D, —Xx = FT, 5) 
. (in N2 
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où V est le nombre de simulations et s,, ,, ..., sAsont les valeurs simu- 
lées de S. 

Le théorème de la limite centrée (cf annexe A) assure la convergence 
de cette méthode vers la valeur exacte pour un nombre infini de simu- 
lations, et ce quel que soit le payoff. Le seul inconvénient est que cette 


convergence est relativement lente : l’erreur est de l’ordre de 1/VN. 
Grâce aux progrès en puissance de calcul des ordinateurs, cet inconvé- 
nient est devenu relativement mineur. 


Payotf Fréquence 
300 16% 
14% 
12% 
200 10% 

8% 

100 ne 

4% 

2 

0 0% 

0 100 200 300 


Prix du sous jacent (Strike = 100) 


Figure 7.5 — Simulation et distribution 
de 10 000 payoffs d’un call 
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EN PRATIQUE... 


Il est très facile de mettre en œuvre la méthode de Monte-Carlo avec une 
simple feuille de calcul, par exemple Excel, sans même recourir aux 
macros. 
Dans Excel, les fonctions et formules suivantes sont utiles : 
— ALEA() simule un nombre aléatoire entre 0 et 1 selon une loi 
uniforme. 
— LOINORMALE.STANDARD.INVERSE(ALEA()) simule un 
nombre aléatoire selon une loi normale standard (cf exercice 11). 
— F* EXP(- 0.5 * sigma"2 * T'+ sigma * RACINE(7) * LOI. 
NORMALE.STANDARD.INVERSE (ALEA() ), où F, sigma, 
T'se réfèrent aux cellules contenant le prix forward F,, la maturité 
et la volatilité, simule une valeur de S. 


Exercices 


Exercice 1 : formules analytiques 


Calculez la valeur équitable aujourd’hui d’un call et d’un put européens 
de strike 50 $ et maturité 6 mois. Le sous-jacent est une action ne 
versant pas de dividende, de prix spot 50 $ et de volatilité 30 %. Le taux 
d'intérêt sans risque est de 10 %. 


Exercice 2 : Vanilla pricer 


À l’aide d’une feuille de calcul, construisez un pricer de calls et puis euro- 
péens dont vous pouvez modifier les paramètres : sérike K, maturité 7; 
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prix forward du sous-jacent F, taux d’intérêt sans risque r et volatilité G. 
Produisez ensuite les graphes suivants : 


1. Valeur équitable d’un call de maturité 1 an et de strike 100, lorsque 
r=5 % et G= 20 %, en fonction de F. Tracez le forward payoff 
max(0; F- K) 
(1+7r) 7 


2. Valeur équitable d’un pur de strike 100, lorsque F = 100 et r = 10 %, 
en fonction de 1 % < G < 100 %, dans chacun des 2 cas suivants : 
maturité 1 an, maturité 1 jour. 


actualisé sur le même graphe, ze. 


3. Variation au cours du temps de la valeur équitable d’un ca// de matu- 
rité initiale 2 ans, lorsque F= 100, r= 5 %, 6 = 40 % restent inchan- 
gés, dans chacun des 3 cas suivants : K= 90, X= 100, K= 110. 


Exercice 3 


« Le modèle log-normal revient à supposer que le log du prix final S+ du 
sous-jacent suit une loi normale centrée sur le log du prix forward F. » 
Commentez. 


Exercice 4 


Discutez des avantages et inconvénients des lois uniforme et normale 
pour modéliser le prix final S;- d’une action. 


Exercice 5 : Monte-Carlo pricer 


À l’aide des indications de la fiche pratique page 147, construisez avec 
une feuille de calcul un pricer selon la méthode de Monte-Carlo, puis 
produisez les courbes de valeur équitable et forward payoff actualisé 
(cf. exercice 2 pour la définition de ce terme) des produits dérivés ci- 
dessous avec 5 000 simulations. Utilisez le même échantillon aléatoire 
lorsque vous faites varier le prix forward F. 


| S7- 100 
a) Call « baleine » : D = 100 x max 0, —). 


Sr 
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b) Xïck-out put : D7= max(0,100 — S,) si S,> 50, 0 sinon. 
c) Call spread : portefeuille long call de strike 100, short put de strike 125. 


Exercice 6 : valeur intrinsèque 


1. Calculez la valeur équitable d’un put européen de strike 100 € et 
maturité 3 ans sur une action de prix spor 60 € et de volatilité 10 %. 
Le prix du zéro-coupon 3 ans est de 80 €. L'action ne verse pas de 


dividende. 


2. Comparez votre résultat à la valeur intrinsèque du pur, c’est-à-dire la 
différence entre le strike et le prix de l’action. Y a-t-il opportunité 
d'arbitrage ? 


Exercice 7* : call « à la monnaie forward » 


Dans le cadre du modèle log-normal, on considère le cas du call euro- 
péen « à la monnaie forward », c’est-à-dire dont le strike K'est égal au 
prix forward F, du sous-jacent. 


1. Que devient la formule analytique dans ce cas ? 
2. Montrez que la valeur équitable du cal] vaut approximativement : 


40 % X F, X ONT 
Co = ee . Indication : justifiez puis utilisez l'approxi- 
TT 


o 1 
mation : N(x) = =+—— 


x— 0 9 = 
3. Comparez cette approximation avec vos résultats de l’exercice 1. 
Exercice 8* : option digitale 
Le payoff d'une option digitale de strike K'et de maturité T'est : 
1 si (S.-> 
. (S7> 


0 sinon 


1. L’astérisque désigne les exercices de difficulté supérieure, correspondant aux démons- 
trations et concepts avancés. 
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1. Représentez le p4yoff de l'option digitale de strike 100. 


2. Représentez le payoff d’un call spread 100-101, z.e. un portefeuille 
long d’un call de strike 100 et maturité T'et short d’un call de strike 
101 et maturité 7: Déduisez-en une valeur minimum de l'option 
digitale dans le cas où F, = X= 100, 6 =25 %, r=0 %et T=1. 


3. Montrez que, pour tout h > 0 : 


Mn) NO) | NC NS) eg) < D (1 + 97 


0 fs P 
< N(d!3) + KDE : po) Ma 
où, pour tout réel x: 
n( 7e) Ë ST À () o 


4. Montrez que, pour tout réel x : 
EN'(d,) = KN'(d°) 
où V’ est une densité de la loi normale standard. 


5. Déduisez des questions précédentes une formule analytique de la 
valeur équitable de l’option digitale, puis calculez celle-ci avec les 
paramètres de la question 2. 


Exercice 9*: loi log-normale 


Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale d’espérance Li et 
d’écart-type G, et soit Y= À, 


1. Montrez que Y suit une loi log-normale. 
2. Montrez que l’espérance de Y'est : E(Y) = exp| U + le , 
3. Quelle est l’espérance de Y?? Déduisez-en la variance de Y. 


4. Avec ces éléments, montrez que la loi log-normale choisie pour Sen 
page 142 vérifie les trois propriétés énoncées. 
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Exercice 10 : option quadratique 


Le payoff d’une option quadratique de strike K et de maturité Test : 
D=iSs= KR Y 
1. Tracez le payoff d’une option quadratique de strike 100. 


2. Déterminez une formule analytique de la valeur équitable de l'option 
quadratique. /ndication : utilisez les résultats de l'exercice précédent. 


3. Calculez la valeur équitable d’une option quadratique de strike 100 £ 
et maturité 1 an sur une action de prix spot 105 £ ne versant pas de 
dividende. La volatilité de l’action est de 25 % par an, et le taux sans 
risque de 10 % par an. 


Exercice 11*: loi uniforme et loi normale 


Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [0 ; 1], et soit 
Y= NT !(X, où VW) est la fonction de répartition de la loi normale 
standard. Montrez que YŸ suit une loi normale standard. 


Problème* - Formule analytique du call et du put européens 


L'objet de ce problème est d’établir les formules analytiques du call et 
du put européens dans le cadre du modèle log-normal. 


1. Montrez que si Ÿ suit une loi log-normale de paramètres (4 ; O) il 
existe une variable X suivant une loi normale standard telle que : 


Y= exp(u + OX) 
2. Montrez que : 
2 
Co = a exp où/T + In F5 2 T)-Kle 7 di 
T -d; 2, 
(1+7) N2r = 


3. À l’aide du changement de variable affine y = G NT -— x retrouvez la 
formule analytique du call. 


4. À l’aide de la relation de parité call-put, retrouvez la formule du put. 
Vous supposerez que le sous-jacent ne verse pas de revenu. 
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Solutions des exercices 


Exercice 1 : formules analytiques 
— Prix forward : 


F,= 50 X (1 + 10 %)°° = 52,44 $ 
— Coefficients d, et d, : 


fe RER + 0,5 x (0.3° ) x 0,5 
d = = 0,3307 
DEN 
O0 0 
a = 0 = 0,1186 
0,3 x 0,5 
— Valeurs du call et du put: 
__ 52,44 x N(0,3307) — HUE) =  . 
(1+10 02) 
D = 30X NC 0,186) - Dioe A0) 574 
(1+10 Do) 
50 


On vérifie que c—p9= 5,39 — 3,07 =2,32=50— = = EC, 
(1+10 %) 


(parité call-pur). 
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Exercice 2 : Vanilla pricer 


50-p 
40 
Valeur du put 
ete 1 an 
20. x 
ff 10 Valeur du put 
DRE ; Een il Dur _ 
50 1fS) 100 125 150 0 % 20 % 40 % 60 % 80 % 100 % 
Figure 7.6 — 1. Valeur équitable Figure 7.7 — 2. Valeur équitable 
d’un cal] de maturité 1 an d’un put en fonction de la volatilité G 
en fonction du prix forward F (maturité 1 an et 1 jour) 
502 c 
40) Valeur Valeur 
du call90 Valeur du call 110 
30 100 


Figure 7.8 — 3. Variation au cours du temps de la valeur équitable 
d’un call de maturité initiale 2 ans (strikes 90, 100 et 110) 


Exercice 3 


Cette assertion n’est pas entièrement exacte. Par définition, une varia- 
ble aléatoire X suit une loi log-normale de paramètres (1! ; O) si la varia- 
ble Y= In(X) suit une loi normale de mêmes paramètres (ui ; 6). Dans 
le cas du modèle log-normal, le prix ue) du sous-jacent S.-suit une loi 


log-normale de paramètres (In Æ, - = > PT GA/T), autrement dit 


In(S-) suit une loi normale centrée sur . F- ; OT, et non sur In 1 


1 ; ; ! : 
Le terme — = 6° T'est en effet nécessaire pour que la loi de Sysoit 


centrée sur Le prix forward (cf. exercice 9.) 
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Exercice 4 


À titre d'exemple, considérons l’action Caffè Bianco SpA cotant actuel- 
lement 100 € à Milan. Une loi uniforme sur l’intervalle [0 € ; 200 €] 
accorderait une probabilité nulle que l’action ait une valeur négative à 
échéance T (propriété souhaitable) ou ait une valeur supérieure à 200 € 
(une propriété plus gênante mais pas nécessairement irréaliste.) Le 
problème de la loi uniforme est qu’elle accorde la même probabilité que 
le prix de l’action Caffè Bianco SpA se situe entre 100 € et 110 €, ou 
s'effondre à un niveau entre 10 € et 20 € — ce qui est contraire à l'intuition. 


La loi normale est déjà plus réaliste : la « probabilité » que le prix de 
l’action dévie de son niveau de départ décroît exponentiellement avec 
l'écart. Ce choix est satisfaisant à deux exceptions près : il accorde 
toujours une probabilité non-nulle que l’action Caffè Bianco SpA ait 
une valeur finale négative ; et il accorde la même probabilité que 
l’action monte ou baisse de 100 %. Or, pour une action, doubler en 
valeur n’a pas la même signification que perdre toute sa valeur, c’est-à- 
dire faire faillite. 


Exercice 5 : Monte-Carlo pricer 


La copie d’écran ci-après (figure 7.9) correspond à notre solution du 
call « baleine ». Nous avons utilisé la fonction Table d’Excel pour calcu- 
ler automatiquement la valeur équitable et Le forward payoff actualisé 
selon différents niveaux du prix forward. 
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À B C D E F G H 1 
1 Forward 110 
2 Maturité 2 ans 
3 Taux sans risque 6.00% 
4 Volatilité 30% 
£ =MOYENNE(D10:D5 
5 Valeur 009}(1+C3} C2 
7 Fwd Payoff actualisé 8.09 
8 
9 Simulation Loi uniforme Sr Payoff Valeur Fwd Payoff actualisé 

10 1 0.885956609 
11 2 = 
12 3 A 17 
13 4 lavec ALEA( 19 
14 5. |puis Copier [91 
15 6 £] 
16 7 84 
17 8 73 
18 9 92 
19 10 0.156409396 
20 11 0.308008368 
21 12 0.161508195 
22 13 0.383307603 
23 14 0.675298416 
24 15 0.317074791 
25 16 0.202852292 
26 17 0423689874 
27 18 0.269583157 
5005 4996 0.20197664 
5006 4997 0.82391307 
5007 4998 0.861587123 
5008 4999 0.858459816 
5009 5000 0.145181732 


À l’aide de cette feuille de calcul, nous avons obtenu les graphes 
ci-dessous (figures 7.10 à 7.12). 


$ — Valeur -=- Fwd Payoff actualisé — Valeur -=-Fwd Payoff actualisé 
GR RE RU nn 
A5 es 40 
40 QE 
30 
25 25 
20 20 
E 15 
5 10 
0 Le À 
50 70 90 110 130 150 170 190 0 = 
ER Eomard 0 20 40 60 80 100 120 140 
Prix Forward 
Figure 7.10 — a) Call « baleine » Figure 7.11 — b) Kïck-out put 
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—- Valeur Fwd Payoff actualisé 


SO 75 - 100 125 150: 175 200 
Prix Forward 


Figure 7.12 — c) Call spread 


Exercice 6 : valeur intrinsèque 


1. Valeur équitable du put européen : 
— Taux zéro à 3 ans: 


1 


100 
= 
d (2) £ à 


— Prix forward : 
= Cri = . 75€ 


: 


— Coefficients d, et d, : 


In + 0,5 x (0,17) x 3 
| 
DES 
In — 0,5 x (0,17) x 3 
D 
DNS NE 


— Valeur équitable du pur : 
100 x V(1,7475) - 75 x N(1,5743) _ 
o = 1002 ROL7A7SI 73 x MULTI) = 20,24 € 
7 21700) 
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2. Valeur intrinsèque du pur : 100 — 60 = 40 €. Le pur vaut à peu près 
deux fois moins que sa valeur intrinsèque, ce qui peut sembler 
surprenant. Il n’y a pas pour autant d'opportunité d'arbitrage : le put 
est européen et ne peut être pas être exercé avant maturité. 


Exercice 7* : call « à la monnaie forward » 


1. Un call « à la monnaie forward » a un strike K= F4, d’où les coeffi- 
cients d, et d, : 


Re 


Il 
ss 

| 
= 

| 

| 

| Q 

= 

| 

| 
LS 


d, 


Selon la formule analytique du modèle log-normal, la valeur équita- 


ble du call est : 


co = —— LFN(d)) = FN) 
012) 
F 
= T EUGENE d;)] 
(1+7r) 
F 
D ic 
(1+7r) 


car M à) = 1 = MG). 


Dans le cas où le sous-jacent ne verse pas de 


0 


revenu, on peut remplacer 7. Par So 
Cl sr) 


2. Un développement limité d’ordre 1 de V{x) au point 0 donne : 


ND = N(0) + N'(0)(x— 0) 
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#4 
Rappelons que N'(x) = ——e ”. 
J2r 


D’après la question précédente : 


F 
Co = N(a;) - 1) 
(1+7r) 


GNT 


Lorsque 4, = est suffisamment proche de 0 (ze. pour des 


valeurs raisonnables de © et de 7; en pratique inférieures à 50 % et 
2 ans, respectivement), on peut écrire : 


= 70 [2N(d,)-1] 


(1 + n7 
= Fo LÉ + _… _ 1 
(1+7r) N27 
7 OU 
: 2x (1 + a 
ILSuÉt alors de remarques que 0,4 pour obieni la orme 


DT 
demandée. (Dans le cas où le sous-jacent ne verse pas de revenu, on a la 


formule simplifiée : «, = 40 % X 5, X ON 1.) 


3. Selon cette approximation, la valeur équitable d’un cal] européen à 
six mois sur une action ne versant pas de dividendes avec un strike de 
50 $ égal au prix actuel de l’action (donc proche du prix forward) et 
une volatilité de 30 % par an est : 


cp = 40 % x 50 x 30 % 0,5 = 4,24 $ 


Cette valeur n’est pas trop éloignée de la valeur exacte de 5,39 $ 
calculée à l'exercice 1. 
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Exercice 8* : option digitale 


1. Payoff d’une option digitale de strike 100 : 


payoff 
+1 
Sr 
100 
Figure 7.13 
2. Payoff d’un call spread 100-101 : 
payoff 
+1 
ST 
100 101 
Figure 7.14 


La comparaison des deux profils de gains précédents fait apparaître 
que le payoff du call spread est dominé par celui de l’option digitale. 
Une option digitale de strike 100 vaut donc au moins autant qu’un call 
spread 100-101. 


À l’aide des formules analytiques de la page 144 et des données 
numériques de l’énoncé, on calcule que la valeur équitable d’un cal] de 
strike 100 est 9,9476, et celle d’un call de strike 101 est 9,5052. En 
conséquence, la valeur équitable de l’option digitale est au moins égale 
à la différence entre ces deux valeurs, soit 0,4423. 


3. En généralisant le résultat de la question précédente, on observe que 
le payoff d’une option digitale de strike K'est toujours compris entre 
le payoff d’un call spread de strikes K et (K + h), et celui d’un call 
spread de strikes (K— h) et K, après normalisation par un facteur h. En 
utilisant la formule analytique du call, la valeur équitable à = 0 du 
second call spread de strikes K'et (K+ h) est : 
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call spready, = _ L v LFN(d5) - XN(d;)] 
Gr 
nl LFN(d,) - (K+ b)N(d;)] 
(1+7r) 
D L u LEN(d;) + FN(do) - N(d,) - K(N(dÿ) - N(d'))] 
GP fP 


Des calculs similaires donnent la valeur équitable à £= 0 du premier 
call spread de strikes (K— h) et K, d’où l'encadrement demandé. 


4. Une densité de la loi normale centrée réduite est : 


2 
NO L,+ 
N27 
Ainsi 
2 2 
(in(=) + 162 T) 
EN’ (do) = ——exp| - F 
DICO 
2 
F ( ( 2) 2oT) +2 n[22)o7 
=) 2 
2x 20 T 
G(R)-107) 
0 K E K) 2 
N27Fo 20 T 
= KN(d;) 


. N(d,)-N(d;) dd, : Fe 
5. On a: im——— = (ON (ao) , et similairement pour 
x 0 x x 


N(d;). Par passage à la limite de l’encadrement obtenu à la question 3 


quand h tend vers 0, on obtient : 
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Od. 
= OF N (do) — KN(4)1+ N(d5) < Do(1 + n? 


od , 
< N(4;) + nn ON (45) — KN(d5)] 
Et d’après la question 4 : 
FN{ds)- KN(d}) = 0 


Ainsi la valeur capitalisée D,(1 + r) T'd’une option digitale de strike Ket 
maturité 7'est minorée et majorée par la même quantité. En conséquence : 


_ MA) 
Co Fa 
(1+7r) 
Avec les données numériques de la question 2, nous obtenons : 


Fe : x 25 % x 1 = - 0,125 — D, = N(- 0,125) = 0,4502 
Exercice 9*: loi log-normale 


1. Ysuit une loi log-normale car In(Y) = X suit une loi normale. 
2. D’après le théorème du transfert : 


en 
EM) = E(e) = [lé 7e dr 
N27 “> 
ee x _G=u  _(&=-W-20x 
Enécvant mere He 26 , puis en remarquant 
que : 
(xp)? -207x = x -{u +0 )x+ 
= (x u — 02)? - o? (2u + 0?) 
on obtient : 


Cho) 


] 2 7 
+20 too 2 
E(Y) = éd "2 a 


- o/27 
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En reconnaissant l’intégrale d’une densité de la loi normale d’espé- 
rance U + O° et d’écart-type 6, par définition égale à 1, on obtient le 
résultat demandé. 


3. D’après la définition de Y: E(Y?) = E(e*). Or la variable X’ = 2X 
suit une loi normale d’espérance 1” = 2 et d’écart-type ©’ = 26, par 
conséquent : 


E(Y?) = 24 +20 
Ainsi : 
Var(Ÿ) = E(Y) _ [AM]? = Ph+ 22 PTE CE eu+ oc? (e® _ 1) 

4. Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale d’espérance 
eee OT et écart-type GA/T. En choisissant Sr = on a les 
propriétés suivantes : 

° S7= À > 0 (positivité) ; 

° ÆSn = exp (in Fi 50 T + 20 7) = F (neutralité forward). 


° Pour tout x > 1 et S* > 0: 


{-)-fse] 


= A[x- so=l x]) 


In In F+50 T4 In x 


ONT 


= PIXTE 


X-In(F,)+ OT 
OU suit une lot nommale standard. En choi- 


GA 


122 
: lo r me , ; 7 
sissant S* = Fe 2°, on a par symétrie de la fonction de répartition 


de la loi normale standard : 
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CHAP.7 LE MODÈLE LOG-NORMAL 


Exercice 10 : option quadratique 


1. Payoff d’une option quadratique de strike 100 : 


Payoff 
(SH 0 (0 [0 SE 


20,000 +----------"""....". 


10000 nm mn ce cn 


5,000 +-----@"."""" ."""""@û" .. 


0 30 60 90 120 150 180 210 240 


Figure 7.15 
2. En développant identité remarquable : 


La valeur équitable à £= 0 de l'option quadratique peut donc s’écrire : 


ÆDn _ 1 


- = LE(SF ) —2KE(S 7) + K°] 
(1+7r) (1+7r) 


Or, d’après la propriété de neutralité forward : 


ES = F, 
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En outre, d’après l’exercice précédent : 


2 
ES; ) = exp(2 In F,-0°T+20 T7) = Fe? 
= 2 = 
a 

Th 
(l1+r) - e 


3. Valeur équitable de l’option quadratique de strike 100 £ et maturité 
l'an: 


D'où : D, = 


— prix forward : 
F, = 105 X(1+ 10 %) = 115,50£ 


— valeur équitable de l'option : 


1 fe 2 02 27 
D, = ———\1155 Xe’ —-2X100X 115,5 +100 | =1000 £ 
(ne ne Le | 


Exercice 11*: loi uniforme et loi normale 


Montrons que la fonction de répartition de Yest celle d’une loi normale 
standard. En notant U(z) =z la fonction de répartition de la loi 
uniforme sur [0 ; 1], on a pour tout x: 


P(LYE x]) = PAN (D <x)) = PMNT (D) < M(x)]) 
= P(LX< M(x)]) = U(N(x)) = N(x) 


Problème* - Formule analytique du call et du put européens 


1. Y suit une loi log-normale de paramètres (1 ; G) si ln Y suit une loi 
normale de paramètres (LU; G). En conséquence la variable 


De mind suit une loi normale standard, et l’on a bien : 
Y = exp(ui+ OX) 
2. La valeur équitable (fair value) d’un call de payoff D7= max(0 ; S,-— K) 


selon le modèle log-normal est : 


E[max(0; S,--K)] 
(1+7r) 
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D'après la question précédente et le théorème du transfert : 


C nu. JL" max] 0sexp{ox./T + IF, -50" T}-K]e é 


. (il Dr 


Or max Losexp(oxVT + InF, - 55 r) _ K = 0 si et seulement si : 


exp{xo./T+ lu = 25 T) E 


Ink nf, + or 
2 


CAE 


En identifiant le membre de droite au coefficient — 4,, nous obtenons 
l'expression demandée. 


DÉS 


3. En « coupant » l'intégrale en deux et en remarquant que : 


“ : 
fie a fe a 
on a: 
1 + ] DR 


En effectuant ensuite le changement de variable affine préconisé on 
obtient : 


j 1 | 1 Hu 
\2r" = 


BOIEE) : 
Après développement du carré et simplifications : 


2 
67 /T+1n£, + 30 T-50- CNT) 


dy-KN(d, ] 


1 NT+d, 1 : | 
Co = —— exp(InF, )ex (- Lex KN(d:) 
0 | = C2EEP 2 “ 


En reconnaissant le coefficient 4, = d, + GA/T, nous retrouvons la 
formule analytique du call. 
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4. En supposant que le sous-jacent ne verse pas de revenu, la relation de 
parité call-put s'écrit : 


Co — Po = So — 
CN 7 
eu = 
(1+7r) 
Donc : 
np PT 
(1+7r) 
= LAN) = 1) = K(N(d)) - D] 
(1+7r) 


En remarquant que M(- x) = 1 — M(x) nous retrouvons la formule 
analytique du pur. 
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CHAPITRE 8 


La gestion dynamique 
des options 


Rappels théoriques 


Sa lecture approfondie sera néanmoins profitable aux lecteurs 


C e chapitre est consacré aux aspects pratiques du #rading d’options!. 


intéressés par les aspects théoriques. 


Introduction 


La raison pour laquelle les ca/fs et puts sont devenus des produits dérivés 
populaires est simple: ces options permettent à leurs acheteurs de 
parier sur la hausse ou la baisse d’un actif financier en limitant leur 
risque de perte à la prime de l'option. Cette asymétrie s’observe immé- 
diatement sur les profils de gain net ci-dessous (P&L : profit and 
loss) : 


1. Les notions abordées ici sont plus généralement applicables aux produits dérivés : le 
terme « option » peut donc le plus souvent être remplacé par « produit dérivé ». 
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S: prix du 


#>S : prix du 
sous-jacent 


sous-jacent 


Figure 8.1 - P&L Figure 8.2 - P&L 
du call à maturité du put à maturité 


Sur ces deux graphiques, X désigne le prix d’exercice (srike) et K7 le 
point mort (break-even). Le prix d’exercice est le niveau que doit 
atteindre l’actif sous-jacent pour que loption ait un payoff positif. Le 
point mort est le niveau que doit atteindre le sous-jacent pour que 
l'option ait un P&L positif, z.e. génère un profit en tenant compte de la 
prime payée au départ. La différence entre K'et X7 correspond approxi- 


mativement à la prime de l’option!. 


La raison pour laquelle les vendeurs d'options (en général les 
banques) proposent ces produits dérivés peut apparaître moins 
évidente : en renversant les deux graphes précédents il semble en effet 
que les vendeurs d'options soient confrontés à un risque beaucoup plus 
important. 


À P&L À P&L 
gain | gan 
perte perte 
Figure 8.3 - P&L Figure 8.4 - P&L 
d’une position short d’une position short 
call à maturité put à maturité 


1. La prime de l'option étant payée à l'instant = 0 et non à maturité 7, la différence 
entre K'et K”° est égale à la prime de l’option capitalisée entre 1= 0 etr=T. 
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CHAP.8 LA GESTION DYNAMIQUE DES OPTIONS 


Comment le vendeur d’une option parvient-il à couvrir ses risques 
pour que son activité soit en définitive rentable ? Nous introduisons 
dans les paragraphes suivants les vocabulaire et techniques utilisés par 
les professionnels dans ce but. 


Le delta-hedging 


La stratégie de gestion des risques la plus couramment employée — tout 
spécialement dans les salles de marchés — est le delta-hedging. Le 
modèle légendaire de valorisation des options développé par Black, 
Scholes et Merton, présenté au chapitre 10, est également fondé sur 
cette stratégie. 


+ Le delta d’une option correspond à sa variation de valeur lorsque le 
prix du sous-jacent monte d’une unité. Il est défini mathématique- 
ment par la dérivée partielle : 


0 
5= À 
0S 
où f'est la valeur de l’option et S est Le prix du sous-jacent. 


Exemple 


L'action Dull Inc. a un prix spot de 100 $ à New York. La valeur d’un 
certain cal] européen sur Dull Inc. est 12 $ et son delta est 0,5. Si le prix de 
Dull Inc. passe à 101 $, la valeur de l’option sera environ de : 


12 + 0,5 X (101 — 100) = 12,5 $. 

* Couvrir le delta d’une option (delta-hedge) consiste à prendre une 
position opposée sur le sous-jacent en quantité Ô afin de constituer 
un portefeuille delta-neutre. La valeur mark-to-market d’un tel 
portefeuille est alors immunisée contre les petites variations du sous- 
jacent. 


Exemple 
Pour couvrir le delta d’une position short 1 000 calls sur l’action Dull Inc., 
il faut prendre une position long 0,5 X 1 000 = + 500 actions Dull Inc. 
(autrement dit acheter 500 actions). En utilisant le résultat de l'exemple 
précédent, nous pouvons vérifier que le portefeuille ainsi constitué est 
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delta-neutre : si l’action Dull Inc. monte de 1 $, la variation de valeur du 
portefeuille est : 


— 1 000 X (12,5 — 12) + 500 X (101 — 100) =0 


+ Le delta-hedging est une stratégie de #rading consistant à maintenir 
un portefeuille delta-neutre tout au long de la vie de l'option. Cette 
stratégie implique d’acheter et vendre le sous-jacent en permanence! 
En théorie, un #rader d'option peut ainsi éliminer son risque direc- 
tionnel et répliquer le payoff de l'option. 

Le delra-hedging est un exemple de stratégie de trading dynamique, par 
opposition aux stratégies statiques qui sont exécutées uniquement au 
moment de la vente de l’option. Par exemple, une stratégie statique pour 
couvrir la vente d’un cal] de strike 125 $ sur 1 000 actions Duil Inc. (prix 
spot 100 $), peut consister à acheter immédiatement 1 000 actions sur le 
marché contre 100 000 $, et attendre l'échéance. Dans cette situation, si 
l'acheteur exerce le cl] le vendeur est en mesure de lui livrer les 
1 000 actions contre 125 000 $. Mais s’il ne l’exerce pas, le vendeur reste long 
1 000 actions. Si le cours final s'établit par exemple à 80 $, le vendeur enre- 
gistre une perte de 20 000 $. Le delta-hedging permet d'éliminer ce risque. 


Les autres paramètres de risque : 
les « lettres grecques » 


Les « lettres grecques » (Greek letters) 


Les acheteurs et vendeurs d’options sont exposés à de nombreux autres 
risques que le delta. Les autres mesures de risque classiques sont connues 
des praticiens sous le nom de « sensibilités » (sensitivities) ou « [lettres] 
grecques » (greeks) : la convexité (1, gamma), le passage du temps 
(8, thêta), le risque de volatilité (v, véga?), le risque de taux (p, rhô). 


1. En pratique il est impossible de maintenir continûment une position delta-neutre car 
les coûts de transaction seraient infinis. Un exemple de stratégie de delta-hedging 
exécutée mensuellement est donné en exercice 4. 

2. Les lecteurs hellénistes ne manqueront pas d’être surpris par cette lettre inconnue de 
l'alphabet grec. Il s’agit d’une pure invention des praticiens. Selon les rumeurs, elle 
proviendrait de la série télévisée américaine Srar Trek. 
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Les formules analytiques des grecques du call et du put européens 
sont données en Annexe C, dans le cas où le sous-jacent ne verse pas de 


revenu. Îl est important de retenir que chaque mesure est une approxi- 


mation de premier ordre, toutes choses étant égales par ailleurs. Autre- 
ment dit, un thêta journalier de — 0,02 $ signifie que l’option perdra 


environ 0,02 $ en valeur après une journée si tous les autres paramètres 


(S, ô, r.…..) restent inchangés. 


Tableau 8.1 — Les grecques 
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Il est utile de remarquer que les grecques se généralisent à des 
portefeuilles d'options de même sous-jacent : le delta d’un porte- 
feuille /ong 1 000 calls de delta Ô, et short 500 calls de delta Ô, est : 
6p= 1 0006, — 5006,. 


Exemple 


Pour Ô, = 0,5 et 6, = 0,4, on a 6,= 1 000 X 0,5 — 500 X 0,4 = 300. Autre- 
ment dit, si le prix du sous-jacent monte de 1 $, ce portefeuille enregistrera 
un gain de 300 $. 


Gamma 


Le gamma est d'interprétation plus délicate que les autres lettres grec- 
ques car il s’agit d’une sensibilité de deuxième ordre. 


° La première interprétation du gamma est purement analytique et 
provient du développement limité d’ordre 2 : 


TOPIC NCENE Ze > 


En notations abrégées : 


Af= 8x (AS) + STX (AS)? 


Lorsque la variation de prix AS du sous-jacent est minime, le 
second terme en (AS)? est négligeable devant le premier, et 
l’approximation Af+ 6 x (AS) est fiable. En revanche, pour des 
écarts de prix importants, l’erreur commise en approchant Af par 
ô X (AS) sera d’autant plus importante que le coefficient 1° est 
important, comme on peut l’observer sur les graphes ci-dessous. 
Ainsi, le gamma mesure l’erreur de delta-hedging : la couverture 
en delta d’une option à fort gamma doit être plus fréquemment 
réajustée que celle d’une option à faible gamma. 
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100 
Valeur Valeur 
75 du call X {7 du put 
50 
25 Delta = 0,62 Delta = : 
0 S — 0,38 


O 50 100 150 200 50 100 150 200 


Figure 8.5 — Valeur Figure 8.6 — Valeur 
et Ô d’un call et Ô d’un put 


° La seconde interprétation est de nature plus fondamentale et illustre 
clairement pourquoi les #raders d'options préfèrent généralement être 
« long gamma », c’est-à-dire avoir un gamma positif. 


Considérons les deux graphes ci-dessous (figures 8.7 et 8.8) repré- 
sentant le P&L d’un call et d’un put après couverture en delta, en fonc- 
tion du prix du sous-jacent (c’est-à-dire la variation de valeur d’un 
portefeuille /ong de l’option et short d’une quantité à d’actif sous- 
jacent). 


40 P&L du call 40 


couvert en delta 


P&L prédit 
par le gamma 


P&L du put 
couvert en delta 
P&L prédit 
par le gamma 


20 20 


0 : 0 o 
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 
Figure 8.7 — Figure 8.8 — 
P&L et gamma P&L P&L et gamma-P&L 
d’un call couvert en Ô d’un put couvert en Ô 


Trois observations s'imposent : 


1. Les deux graphes sont identiques. Nous aurions donc pu utiliser un 
seul graphe mais nous souhaitions ainsi souligner que, une fois 
couverts en delta, il n’y a aucune différence entre calls et puts 
(cf. exercice 10). 
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2. Le P&L est toujours positif. Autrement dit, un ca// ou un put couvert 
en delta génère des profits dès que le prix du sous-jacent varie. Bien 
entendu, une propriété aussi réjouissante n’existe pas sans son revers, 
que nous examinons dans la section suivante. 


3. La prévision du P&L par le gamma est très bonne. Ainsi, le gamma 
est une bonne mesure du P&L d’une position delta-neutre résultant 
de variations du sous-jacent. En particulier, un gamma positif est 
synonyme de profits et un gamma négatif est synonyme de pertes. 
Plus le gamma et la variation du sous-jacent sont élevés, plus le profit 
ou la perte est important(e). 


Thêta et gamma 


Le thêta journalier d’une option mesure le profit ou la perte attendu(e) 
au bout d’une journée si tous les autres paramètres — en particulier le 
prix S du sous-jacent — restent inchangés. Le thêta d’une option vanille 
est négatif : l’option perd en valeur au cours du temps. 


Il existe une relation inverse entre thêta et gamma : 
1-22 
O=-=-ToS, 
2 


Exemple 


Le gamma d’une option est 0,0671831, la volatilité est 25 %, et le prix spot 
du sous-jacent est 20 $. D’après la formule précédente, le thêta vaut 


approximativement — ; x 0,0671831 x 0,252 x 202 = — 0,839789 $ par 


— 0,839789 _ 


365 — 0,0023 $ par jour calendaire. 


an, z.e. 


Pour le trader d'options, la signification de cette relation est simple : 
au fil de la journée, les gains de convexité qu’il espère obtenir sur une 
position long gamma sont en balance avec la perte de valeur-temps 
mesurée par le thêta, et inversement pour une position short gamma. 
Ainsi, il choisira d’être long gamma lorsqu'il pense que le prix du sous- 
jacent va subir de forts mouvements, et short gamma lorsqu'il estime 
que le thêta lui fournira une rente plus élevée que les pertes en gamma 
dues aux mouvements du sous-jacent. 
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P&L en début 
de journée 


de journée 


Figure 8.9 — Effets contraires du thêta 
et du gamma sur le P&L d’une position delta-neutre 


Exemple 


Le sous-jacent a un prix spot de 20 $, le thêta journalier d’un cal] couvert en 
delta est — 0,0222 $, et le gamma est 0,01265. Pour que le P&L en fin de 
journée soit positif, le prix du sous-jacent doit s’écarter de plus de 


AS = F 2 : F RES = 1,87 $, à la hausse ou à la baisse. Les 


points morts correspondants se situent à S = 18,13 $ et S= 21,87 $. 


Nous consacrons les derniers paragraphes de ce chapitre à une justifi- 
cation intuitive de la relation inverse entre thêta et gamma. Une preuve 
plus rigoureuse et complète est donnée au chapitre 10, exercice 8. 

Considérons un portefeuille delta-neutre /ong d’une option vanille et 
short du sous-jacent en quantité 6, où Ô est le delta de l'option. Nous 
notons $ le prix spot du sous-jacent à un instant 4 f(4,5) la valeur de 
l'option, et 45) = (45) — ÔS la valeur mark-to-market du portefeuille. Un 


développement limité de premier ordre en set de second ordre en S donne : 


P&L = AV = V{s+ Ar, S+ AS) — V{s, S) 


ni, à 128, 
= oui Re ôx (AS) 
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En identifiant chaque dérivée partielle à sa lettre grecque correspondante : 
AV= O x Ar+ 5x (AS) + ST x (AS) - 8x (AS) 
Après simplification des termes en (AS) : 
AV= Ox Ar+ ST x (AS) 


Nous employons à présent un argument d’ordre économique : dans 
un jeu à somme nulle, l’espérance du P&L d’un portefeuille delta- 
neutre doit être égale à zéro, 1.e. : E(AV) = 0, d’où : 


Ox Ar+ SX E[(AS) 1= E(AV) = 0 


2 
En écrivant (AS) = a X (S) , t en remarquant que (&) est 


le taux de rentabilité du sous-jacent entre # et # + Ar, on obtient que 
2 —. , | 
E[(AS)"] est la « volatilité quadratique » (ze. la variance) du sous- 


jacent entre et + Ar multipliée par S? : 


EL(AS)] = (4) xs = (0° An x 5? 


(Rappelons que la volatilité ô est exprimée sur une base annuelle. La 


volatilité sur la période [r ; + A] est NA). Après substitution dans 
l'équation de l'espérance du P&L : 


Ox Ar+ ST" o'Ar- 0 


En divisant par As, nous obtenons la relation inverse entre thêta et 
gamma. 
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Exercices 


Exercice 1 


« Le delta-hedging permet d'éliminer le risque de volatilité du sous-jacent 
en construisant un portefeuille immunisé contre les mouvements de prix du 
sous-jacent. » Commentez. 


Exercice 2 : lettres grecques 


Le tableau 8.2 ci-dessous donne les grecques d’un portefeuille d'options 
sur l’action Swinger Corp. L'action Swinger Corp. ne verse pas de divi- 
dende, son prix spot à la bourse de New York est 80 $, et sa volatilité 
annuelle est 40 %. Le taux d’intérêt sans risque est 3 %. 


Tableau 8.2 
ô T O/jour U P 
1 500 000 — 10 000 14 222 — 500 000 300 000 


1. Pouvez-vous prévoir les gains ou pertes du portefeuille si le prix de 
l’action Swinger Corp. baisse de 1 % ? de 10 % ? 


2. Pouvez-vous prévoir les gains ou pertes du portefeuille au bout d’une 
journée s’il ne se passe rien sur les marchés ? 


3. Après une conférence de presse, on observe un volume d’ordres 
d’achat et de vente sur l’action Swinger Corp. deux fois supérieur à la 
normale. Toutefois le prix de l’action Swinger Corp. reste inchangé. 
Pensez-vous que cette situation soit favorable, défavorable, ou indif- 
férente pour le détenteur du portefeuille ? 


4. Des rumeurs indiquent que la Réserve Fédérale américaine s'apprête 
à augmenter ses taux de 25 points de base (c’est-à-dire de + 0,25 % 
en absolu). Pouvez-vous prévoir les gains ou pertes du portefeuille 
dans ce scénario ? 
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Exercice 3 : delta-hedge, point mort 


Vous venez de vendre 1 million de purs sur l’action Plumet SA dont le 

prix spot à Paris est 20 €. Le delta du pur est — 0,3. 

1. Vous souhaitez couvrir le delta de votre position. Que faites-vous ? 

2. Le thêta du pur est — 0,002301 € par jour et le gamma 0,0671831. 
Quel sera votre P&L si le prix de Plumet SA diminue de 0,50 € en 
une journée ? de 5 € ? 

3. Quel est le point mort de votre P&L dans un scénario de baisse de 


l'action Plumet SA ? dans un scénario de hausse ? Le point mort est le 
niveau de prix de l'action pour lequel le P&L est nul. 


Exercice 4 : delta-hedging 


Le tableau 8.3 ci-dessous donne l’évolution mensuelle du prix de 
l'action Range Ltd. sur une période d’un an, ainsi que la valeur et le 
delta d’un call de maturité initiale un an sur Range Ltd. Calculez le 
P&L mensuel et cumulé d’une stratégie de delta-hedging d'une position 
long 10 000 calls en début de période. 


Tableau 8.3 


Temps 
(mois) 
Prix de Range | 100 90 105 90 85 95 100 
Ltd. (£) 
Valeur du call | 12,36 6,84 | 14,27 5,83 3,56 6,83 8,67 
(£) 


Delta 0,57 | 0,42 | 0,63] 0,40 | 0,30] 0,46) 0,55 
ous 7 8 9 10 1] 12 
(mois) 


Prix de Range | 110 115 125 120 115 110 
Ltd. (£) 


Valeur du call | 14,33 | 17,45 | 25,73 | 20,55 | 15,28 | 10,00 
(£) 
Delta 0,72 0,81 0,94 0,94 0,95 1,00 
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Exercice 5 : grecques du sous-jacent et du contrat forward 


Déterminez les grecques de : 
a) l'actif sous-jacent S ; 


b) un contrat forward sur S de prix de livraison K'et maturité 7! Vous 
supposerez que S ne verse pas de revenu. 


Exercice 6 : gamma-hedging 


1. Déterminez les quantités x et y pour que le portefeuille ci-dessous 
(tableau 8.4) soit delta-neutre et gamma-neutre : 


Tableau 8.4 
Titre Quantité | Valeur unitaire Delta Gamma 
Option 1 — 1 12,36 0,57 0,013076 
Option 2 x 5,71 0,33 0,012153 
Actif sous-jacent y 100 1 0 


2. Exprimez x et y de façon générale en fonction des valeurs des titres 
V,, V, S, de leurs deltas Ô,, 6,, 1, et de leurs gammas 1°, T°, 0, 


respectivement. 


Exercice 7* : delta du call et du put 


On considère les formules analytiques du c4/] et du put européens 
données au chapitre 7, page 144. 


1. Montrez que : F,N’(d,) = KN'(d,). Indication : d, = d, - GWT. 


2. Déduisez-en que : Ô ,y = e = N(d.) D = . = — N(- d,), 


€ Ocall— À, 


= 1. Vous supposerez que le sous-jacent ne verse pas de 
put J 


vevenu. 


1. L’astérisque désigne les exercices de difficulté supérieure, correspondant aux démons- 
trations et concepts avancés. 
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Exercice 8 : call et put ont même gamma 
À l’aide de la relation de parité call-put montrez que call et put euro- 


péens de même caractéristiques (sous-jacent, strike, maturité) ont 
même gamma. L actif sous-jacent ne verse pas de revenu. 


180 


© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit 


CHAP.8 LA GESTION DYNAMIQUE DES OPTIONS 


Solutions des exercices 


Exercice 1 


Le delta-hedging permet de couvrir les petites variations du prix du sous- 
jacent uniquement. Dans le cas de variations importantes, le #rader reste 
exposé à un risque mesuré par le gamma. Dans la pratique le risque 
de volatilité est généralement associé au véga qui mesure la sensibilité 
de la valeur de l’option à un changement du paramètre de volatilité 6. 


Exercice 2 : lettres grecques 


1. Le prix spot de l’action Swinger Corp. étant 80 $, une baisse de 1 % 
correspond à 0,80 $. Le delta étant de 1 500 000, la perte sur le 
portefeuille sera approximativement : 


P&L = 8x AS = 1 500 000 x (— 0,8) = — 1 200 000 $ 


Dans le cas d’une baisse de 10 % soit 8 $, approximation de premier 
ordre en delta n’est pas suffisante et il faut tenir compte du gamma : 


P&L = 5 x AS + SIAS) 


= 1 500 000 x (— 8)- > x 10 000 x (— 8)? 


= — 12 320 000 $ 

2. Le thêta de ce portefeuille est positif : si tous les autres paramètres 
restent inchangés, la valeur du portefeuille augmentera de 14 222 $& 
au bout d’une journée. 

3. Un fort volume d’ordres sur Swinger Corp. a de fortes chances de 
traduire un transfert de risque. En général cela s'accompagne d’un fort 
mouvement directionnel mais il arrive exceptionnellement que le prix 
reste ponctuellement stable tant que l'offre et la demande restent équi- 
librées. Cependant nous avons tout lieu de penser que le paramètre de 
volatilité G devrait augmenter, ce qui serait défavorable puisque le véga 
est négatif (— 500 000 $ par point de volatilité). 

4. Le risque de taux est mesuré par le rhô de 300 000 $, qui est le gain 
réalisé si les taux augmentent d’un point (soit 100 points de base.) Dans 
le cas d’une hausse d’un quart de point, le gain serait donc de 75 000 $. 
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Exercice 3 : delta-hedge, point mort 
1. Un delta de — 0,3 signifie que la valeur du pur baisse de 0,3 € quand 


l’action Plumet SA monte de 1 €. La position étant short 1 million de 
puts, si l’action Plumet SA monte de 1 € on gagne 300 000 €, et inver- 
sement si Plumet SA baisse de 1 € on perd 300 000 €. Pour couvrir ce 
risque en delta, il faut donc vendre 300 000 actions Plumet SA. 

2.Un thêta de —0,002301 € par jour sur une position short de 
1 million signifie que l’on gagne 2 301 € par jour si rien ne se passe 
(en particulier le prix de l’action doit rester constant). Ayant couvert 
le delta de la position, seul le gamma entre en compte dans Le cas où 
Plumet SA baisse de 0,50 € : 


Connor SI(AS) 


= — 1 000 000 x ; x 0,0671831 X (0,50) 


= — 8 398€ 

En prenant en compte le thêta, le P&L en fin de journée sera donc 
une perte de (8 398 — 2 301) = 6 097 €. Dans le cas d’une baisse de 5 € 
du prix de l’action (soit dix fois plus), la perte en gamma est cent fois 
plus importante en raison de l'élévation au carré, et la perte sera 
(839 800 — 2 301) = 838 000 €. 
3. Le point mort est atteint lorsque la perte en gamma est exactement 

compensée par le gain en thêta. C’est le cas lorsque la variation de 


prix AS vérifie : 
ST(AS) 0e 


a. 5x 0,0671831 x (AS)? = 0,002301 


Cette équation admet deux solutions opposées : 


AS [2 x 0,002301 = + 0,2617 
0,0671831 


Autrement dit, le point mort est atteint lorsque l’action Plumet SA baisse 
de 20 € à (20 —0,2617) = 19,7383 € ou monte à (20 + 0,2617) = 20,2617 €. 


Exercice 4 : delta-hedging 


Le tableau 8.5 page suivante retrace le P&L mensuel et cumulé d’une straté- 
gie de delta-hedging pour une position long 10 000 call en début de période : 
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Exercice 5 : grecques du sous-jacent et du contrat forward 


Tableau 8.6 
Payoff ô 0 17 P 
af (LS) = S, 1 0 o |0 0 
us ge __|,|-Ænü#p) | | tn 
ORNE ee) (Re ou 


Exercice 6 : gamma-hedging 


1. Les delta et gamma du portefeuille sont : 
8=- 0,57 + 0,33x+ y 
T=-—0,013076 + 0,012153x 
La condition [= 0 nous donne x: 
es 0,013076 
OOI2155 
En remplaçant x par sa valeur dans la première équation et en utili- 
sant la condition 6 = 0 on obtient : 
y= 0,57 — 0,33 X 1,076 = 0,215 


Pour constituer un portefeuille delta-neutre et gamma-neutre il faut 
donc acheter 1,076 unités de l'option 2 et 0,215 unités du sous-jacent. 


= 1,076 


2. De manière générale : 


‘Æ 
2 D 


Exercice 7* : delta du call et du put 


1. Cette question est résolue au chapitre 7, exercice 8, question 4. 


2. Lorsque le sous-jacent ne verse pas de revenu le prix forward du sous- 
jacent est : 


F=S(1 + n7 
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La formule analytique du call devient : 


14 


ce = SN(d,)- e N(d,) 
122) 
En dérivant par rapport à S : 
dd / K dd; h 
Ô all SE N(d;) d | (d;) si 75 ni cr al (d;) 


Or d, = d,- GNT, donc d, et d, ont même dérivée par rapport à 
SeL. 


call = Na) + (5) sa) 


dS N'() | 


(1 ni. 


on reconnaît 


En factorisant l'expression du crochet par 
l'identité établie à la question 1 : (1+7r) 


dd 
DE Na)+(5) LIEN (d;)- KN(d))} 


: 95 (1+7r) 
D'où : Sun = M4) 
La relation de parité call-put assure que dy 0, = 1, et de 
N(x) = 1 — N- x) on obtient : 
Out = - N(- d,) 


Exercice 8 : call et put ont même gamma 

Dans le cas d’un sous-jacent ne versant pas de revenu la relation de 

parité call-put s'écrit : 

K 
1 

le) 

En dérivant deux fois cette relation par rapport à $, on obtient : 
Ted? _ 

2 2 

2S OS 


Ainsi call et put ont même gamma. 


ÉD SE 
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Modélisation des prix 
en temps continu 


Rappels théoriques 


Taux d'intérêt continu 


Un taux d'intérêt annuel 7}, est dit! fractionné # fois lorsque les 
intérêts sont versés chaque année en 77 fractions à intervalles régu- 
liers. Si K'est le capital initial, le tableau de flux et de capitalisation au 
cours de la première année est le suivant (tableau 9.1). 


. Nous employons ici une terminologie non-standard pour des raisons didactiques. 
En pratique un taux fractionné est simplement appelé «semi-annuel », 
«trimestriel », .…., ce qui prête souvent à confusion dans la mesure où ces taux sont 
annualisés. 
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Tableau 9.1 — Tableau des intérêts et de capitalisation au taux r,,, 
fractionné m fois 


(5 1 2 m _ 
/ 0 — 6 — — 1 
(années) m m m 
V{m] TT] VU] 
Flux _ a A SK ni X Ky_1 
m m 


: 2 m 
Cape Lee, = K1+ tr, = {1 +). | = 141) 
lisation 1 m = m m 


En conséquence, le taux annuel composé 7 équivalent au taux frac- 
tionné tr] St : 
v m 
= (: ” . _] 
m 


Il est important de remarquer que 7, < r : un taux fractionné sous- 
estime son équivalent composé. 


Exemple 


Une obligation émise par le Trésor américain, de nominal 100 $, de matu- 
rité 2 ans et de taux facial! 10 %, verse des coupons de 5 $ tous les 6 mois. 
Le taux facial de 10 % est en fait un taux annuel fractionné deux fois, et son 
équivalent composé est : 


2, 
— (+ 12e) _1 = 10,25 % 


+ Un taux d'intérêt annuel rq €St dit continu (continuous) ou 
continâment composé (continuously compounded) lorsqu'il est 


1. Le taux facial, ou encore taux nominal, est le taux de coupon de référence au moment 
de l’émission qui détermine le montant des coupons selon les conventions de marché. 
Dans la pratique, la plupart des obligations d’État détachent un coupon annuel, une 
exception importante étant les obligations du Trésor américain qui détachent un 
coupon semi-annuel égal à la moitié du taux facial. 
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fractionné une infinité de fois. Le taux annualisé composé équivalent 
est alors égal à (cf chapitre 1, exercice 7) : 


V m r 
r= Jim (+1) 1-62] 


m —> +oo m 
7. 
A N 111 à 2 4 [ ] 4 4 
Après un an, le capital s'élève ainsi à: X, = Ke ‘ , et plus générale- 
maXT 


ment après T'années : K, = Ke" 


L'avantage des taux continus est qu’il est extrêmement facile de les conver- 


tir sur une période T donnée, comme le résume le tableau 9.2 ci-dessous. 


Tableau 9.2 
Conversion ; ; LA 
Annualisé : r Composé de période tT:r 
Taux annuel 
Taux simple r r AE (lé) 1 
r m r mT 
Fractionné m fois r,, r = (i + nr) FT = (: + 4 
m m 

Continu r,; Je JD = MT à 

Conversion [a 


Continûment composé de période T: r.,] 
Taux annuel 


Taux simple r ra = Tin(l+r) 
Fractionné " fois r le ea ls nl 
[ri] [e] n 
Conti [Tl 
ontinu T[q ie] — Te] X T 


Les taux continus sont rarement employés en pratique, mais très 
fréquemment en théorie. Le passage de la théorie à la pratique se fait 
très simplement par les formules de conversion. 
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Introduction aux modèles continus 
d'évolution des prix des actifs financiers 


Comme nous l'avons dit au cours de précédents chapitres, la finance se 
préoccupe exclusivement des gains futurs, contrairement à la comptabi- 
lité qui s'intéresse essentiellement aux pertes et profits du passé. Cela ne 
signifie pas pour autant que la finance se désintéresse du passé. Ainsi, 
l'étude de l’évolution historique du prix des actions, dont se préoccupe 
tout particulièrement l’économétrie, conduit à une modélisation satis- 
faisante de l’évolution future du prix des actifs financiers. 

En guise d'introduction, considérons le graphique ci-dessous (figure 
9.1) de la série des prix de l'indice S&P 500 (courbe noire et heurtée) 
ainsi que sa moyenne mobile sur douze semaines! (courbe grise et 
lisse) : 


tit 
: Grarnevgne -LLLCON 1 | 
Bas COTE Mvobie (EN 


Périodicité 


63 320410 


i G œil SSI 
É52 2377 6000 Jopon 81 3 3601 8300 Singopere 65 6212 1030 FRE RENE 1 Élcaberg LP. 
nus bou 7 Ppere RATEÉ9 0 08 une 2007 14210128 


Source : Bloomberg Finance L.P. 
© 2007 Bloomberg Finance L.P. All rights reserved. Reprinted with permission. 


Figure 9.1 — Évolution de l'indice S&P 500 (2000-2006) 


1. Chaque point de la courbe MMobiles correspond à la moyenne des prix du S&P 500 
sur les 12 semaines précédentes. 
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L'observation empirique de ce graphique fait apparaître deux 
composantes : 


* une tendance générale (drift) dont les cycles s’observent plus aisé- 
ment sur la courbe des moyennes mobiles : hausse en 2000, baisse en 
2001-2003, reprise à partir de 2003 ; 


* des variations aléatoires autour de la tendance, qui viennent s’ajou- 
ter ou se soustraire à celle-ci. 


Partant de cette observation, nous pouvons décomposer la variation 
de prix sur une journée de la façon suivante : 


X X, = (m em)+ (Er 


t+ ljour t+ ljour 


_ Z:) 


t+ ljour 


où X, est le prix de l'actif à la date #, m1, la tendance moyenne, et Z, 
l'écart observé par rapport à la tendance moyenne. Avec des notations 
différentielles : 


ne 5 m4 m,)+ (sx 2) 


La 
ou encore : aX, = dm,+4dZ, 


Cette décomposition simple facilite la formulation d’un modèle de 
l’évolution future de X, : 


° la tendance moyenne f } >", apparaissant comme une fonction suffi- 


samment régulière au cours du temps, il est légitime de l’approcher 


dm 


localement par sa dérivée 1, = pr d'où: dm, = L,dt,et: 
t 


aX, = L,dt+dZ, 


* en revanche, la variation aléatoire # + Z, apparaît comme une fonc- 
tion irrégulière et non-différenciable au cours du temps. Il n’est donc 
pas possible d'exprimer 47, par sa dérivée, et nous devons nous 
représenter cette quantité comme une variable aléatoire. La loi classi- 
que utilisée ici est la loi normale. 


Pour nous assurer que ce modèle est satisfaisant, nous pouvons 
procéder à des simulations aléatoires sur ordinateur et comparer les 
résultats obtenus à l’évolution historique. En choisissant d?= 1 jour, 
X, = 100, u,= 3, dZ,- N(0, 5), nous obtenons une série de prix dont 
l'allure ressemble étonnamment à la réalité : 
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300 T T T T T T T T T 


250 


200 


150 


100 


50 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
O0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 


Figure 9.2 — Simulation du prix d’un actif 
selon le modèle aléatoire 2X, = 1, dt+ dZ, 


Dans les sections suivantes, nous étudions de manière plus approfon- 
die les différents processus aléatoires (random processes), également 
appelés processus stochastiques (stochastic processes), qui sont 
couramment utilisés en finance pour modéliser l’évolution des prix des 
actifs financiers en temps continu. Il s’agit de la première étape du 
modèle de Black-Scholes de valorisation des options en temps continu, 
présenté au chapitre 10. 


Introduction aux processus stochastiques 


L'étude rigoureuse et exhaustive des processus stochastiques en temps 
continu est un domaine à part entière des mathématiques qui nécessi- 
terait de nombreux ouvrages. Notre but se limite ici à donner les défi- 
nitions et le vocabulaire nécessaires à une compréhension satisfaisante 
des concepts introduits au chapitre 10. Un rappel des notions de proba- 
bilités et statistiques supposées connues est donné en annexe A. 
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Dans les paragraphes suivants, l’incertitude est représenté sous la 
forme canonique d’un univers infini © des différents états © que peut 
prendre la « Nature » au cours de l’avenir, avec une probabilité donnée. 


Définitions générales 


+ Un processus stochastique (stochastic process) est une suite (X),-0 
de variables aléatoires indexées par le temps #€ [0 ; + ol. 


* Dans chaque état de la nature © € (2, le processus (X), > Q suit une 
trajectoire (path) particulière correspondant à la fonction 5 + X (©). 


* Le processus (X), >, est dit à trajectoires continues lorsque chaque 
trajectoire £->X(&@) est une fonction continue du temps dans 
chaque état de la nature © € 2. 


Mouvement brownien standard 


Un mouvement brownien standard (standard Brownian motion, 
ou standard Wiener process) est un processus stochastique (W), >, à 
trajectoires continues vérifiant les propriétés suivantes : 


1. W,=0. 
2. Pour tous instants 0 <#< #’, la variable-incrément D = W,- W suit 
une loi normale d'espérance nulle et d’écart-type ,/# —#. 


3. Pour tous instants 0 < #, <r, < t, <t,, les variables-incréments 

D = W,-W, «& A = W,- W,, sont indépendantes!, 

Les propriétés 2 et 3 nous permettent de nous représenter l’incré- 
ment infinitésimal ZW, = W,, ,,- W, comme une variable aléatoire 
suivant une loi normale d’espérance nulle et d’écart-type dé ; on 
rencontre parfois l'écriture : /W,= & Nat , où (2,),:Q est une suite de 


variables aléatoires indépendantes suivant une loi normale standard. 


1. Il s’agit ici d’une version simplifiée de la propriété d'indépendance. La version exacte 
est : toute famille finie d’incréments (WF, _ W.,), (W,, _ LA ), .… tels que0<#4 <r,< 
13 < 14 <… est mutuellement indépendante. | 
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Exemple 


Une simulation sur ordinateur à partir d’un générateur aléatoire a donné 
les trajectoires browniennes suivantes pour 0 £ #< 1 et les périodes 4 = 0,5 
et dt = 0,01 : 


0,6 

0,4 

0,2 

0 

— 0,2 

— 0,4 

— 0,6 
Figure 9.3 — Trajectoire Figure 9.4 — Trajectoire 

d’un mouvement brownien d’un mouvement brownien 
simulé avec une période simulé avec une période 
dt = 0,05 dt = 0,01 


Les mouvements browniens ont certaines propriétés remarquables : 


la trajectoire a tendance à alterner au-dessus et en dessous de l’axe des 
abscisses. On montre en fait que l’on peut s'attendre à ce que la 
trajectoire croise l’axe des abscisses une infinité de fois. Cela provient 
de ce que les lois normales considérées sont d’espérance nulle, autre- 
ment dit qu’il n’y a pas de tendance générale à la hausse ou à la 
baisse ; 


° la trajectoire est continue en tout point et dérivable nulle part. Une 
preuve intuitive de cette propriété est abordée à l’exercice 5. 


Mouvement brownien généralisé 


° Un mouvement brownien généralisé (generalised Brownian 
motion) est un processus stochastique (X), > , défini par l’incrément : 


dX, = adt+ bdW. 


où 4 et b sont des constantes et (W),>, est un mouvement brownien 
standard. 


Il est souvent difficile de se représenter le sens de cette écriture la 
première fois. Pour ce faire, il est utile de considérer les composantes 
adt et bdW, séparément, comme illustré dans le graphe ci-dessous 


(figure 9.5). 
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25 T T T T T T T T 


20 


—— adt 
— 10 baWw, 


adt+bdW, 


Figure 9.5 — Trajectoire d’un mouvement brownien simulé 
avec a = 15, b = 20 et dt 0,01 


+ _ La composante 447 correspond à une tendance générale (dr?) détermi- 


niste!, En omettant la composante aléatoire b{W, on a dX,= ad, ie. 
dx 
di 
° La composante k/W correspond à des variations aléatoires autour de 
la tendance générale, d'amplitude d’autant plus forte que la période 


dt est « grande » (rappelons que /W, peut se représenter comme une 
loi normale d’espérance nulle et d’écart-type 4/dr ). 


= 4, et par intégration nous obtenons la droite X, = 4t+ X1. 


Par « intégration »2, on obtient une formule explicite pour le proces- 


sus (X,),>, Suivant un mouvement brownien généralisé : 


X,=X,+at+bW. 


1. En probabilités, une variable est dite déterministe lorsqu'elle est certaine, c’est-à-dire 
non-aléatoire. 

2. Nous devons souligner que l’intégration stochastique suit des règles différentes de 
l'intégration classique. Cependant, dans ce cas particulier, nous avons simplement 
écrit que la somme des incréments infinitésimaux 4X, est égale à l’intégralité du 
processus X. 
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Mouvement brownien géométrique 


Un mouvement brownien géométrique (geometric Brownian 
motion) est un processus stochastique (X,),: , défini par l’incrément : 


dX, = (aX,)dt+(bX)dW, 


L'interprétation financière de cette équation devient apparente 
lorsqu'on divise les deux membres par X, : 
X —X 
ET = adt+ bdW 
X ua 


É 
En effet, lorsque X, est le prix d’un actif X à l'instant #, la quantité 
4 +dt— x, 


t t 


X 


t 


correspond au taux de rentabilité de cet actif sur une 


période infinitésimale 4. 

Le mouvement brownien géométrique est donc un excellent 
candidat pour modéliser l’évolution du prix d’un actif financier à 
partir de son taux de rentabilité. Cette approche est souvent privilégiée. 

L'obtention d’une formule explicite pour (X,),:, nécessite des 
notions supplémentaires de calcul stochastique et est abordée en exer- 
Éicé, 


Introduction au calcul stochastique 


*_ Un processus d’Itô (Jo process) (X,),. , est une forme encore plus 
générale des processus aléatoires vus jusqu'ici. Il est défini par 
l’'incrément : 


aX, = a(r, X,)dt + b(r, X)dW, 


où 4 et b sont à présent des fonctions de deux variables « suffisamment 
régulières »!. 


1. Ici « suffisamment régulière » signifie une fonction continâment dérivable par rapport 
à la variable temporelle et deux fois continâment dérivable par rapport à la variable 
d'état X. 
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Remarquons que si 4 et b sont des constantes (X),>, est un mouve- 
ment brownien généralisé, et que si a(r, X) = oX, et Ds, X) = BX, alors 
(X), > 9 est un mouvement brownien géométrique. 

Ce type de processus porte le nom du mathématicien Kiyosi Itô, à 
qui l’on doit les formules peu appétissantes mais néanmoins révolution- 
naires ci-après. 

+ Théorème d’Itô-Docblin! (t0-Doeblin Theorem). Soit (X), > ÿ un 
processus d’Itô et f une fonction du temps et de X « suffisamment 
régulière ». Alors le processus stochastique (Y), >, défini par Y,= f{4, X) 
est un processus d’Itô d’incrément : 


dY,= fax) = | UX) + at X)SEX) +2 x EE x) Le 


+ [oc x) SEX) law, 


En forme abrégée, en omettant les évaluations au point (4, X)) : 


df = “, al +; ! pat dr+(oL)aw, 


Exemple 


Si (X) est un mouvement brownien généralisé et Y.= X7, nous pouvons appli- 
quer le théorème d’Itô-Doeblin à la fonction (4, = x? et nous obtenons : 


ar, = a= fé, al +! - PA (52 dW. 


- (o +2X a+ ; x2%X PJar+ (2X,b)dW, 


2 
= (24aX,+ D )dr+(20X)dW, 


1. Jusqu'à récemment, la littérature académique faisait référence au seul « lemme d’Ité » 
(40% lemma). De nouvelles découvertes (cf. Jarrow-Protter, 2004) font apparaître que 
Wolfgang Doeblin était parvenu antérieurement à des résultats similaires. Les travaux 
de Doeblin sont restés inconnus pendant 50 ans après sa disparition tragique lors de la 
seconde guerre mondiale, ses notes de recherche ayant été confinées à sa demande dans 
un coffre de l’Académie des Sciences à Paris pour ne pas tomber dans les mains de 
l'ennemi. 
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Exercices 


Exercice 1 : conversion de taux 


Complétez le tableau de taux équivalents ci-dessous. 


Tableau 9.3 
Taux annuel Fractionné Fractionné Continûment 
simple deux fois 12 fois composé 
10 % 
10 % 
10 % 
10 % 


Exercice 2 : intérêts continus 


Soit À le taux d'intérêt annuel sans risque. On place un capital initial X 
à ce taux, et l’on s'intéresse à sa capitalisation (K), > ç au cours du 
temps. 

1. Supposez que les intérêts sont versés annuellement. Déterminez alors 
K, en fonction de R et £. 

2. Supposez que les intérêts sont fractionnés #1 fois par an. Déterminez 
alors À, en fonction de À, m et r. 

3. Supposez que les intérêts sont versés continûment. 

a) Déterminez X en fonction de R et #. 

b) Montrez par un argument financier que (K),>, vérifie l'équation 
différentielle : 4K,=R K, dt, et retrouvez le résultat précédent. 
Indication : les solutions de l'équation différentielle "= af sont de la 
forme f(x) = f(O)exp(ax) + c, où a et c sont des constantes. 
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Exercice 3 : un peu d'économétrie 


Recherchez l'historique journalier des cours de clôture d’un actif ou 
indice financier de votre choix sur une période d’un an et répondez aux 
questions ci-dessous en utilisant une feuille de calcul. 


1. Calculez la moyenne et l’écart-type de votre série statistique. 


2. Représentez la distribution statistique de la série sous forme d’histo- 
gramme, et comparez cette distribution à celle d’une loi normale. 


3. Calculez la série des taux de rentabilité journaliers associée à votre 
série de prix et reprenez les questions précédentes. 


Exercice 4 : simulation de mouvements browniens 


Dans une feuille de calcul, simulez 100 tirages d’une variable aléatoire 
suivant la loi normale centrée-réduite (cf. chapitre 7) et répondez aux 
questions suivantes. 


1. Tracez la trajectoire d’un mouvement brownien standard avec une 
période d$= 0,1, puis d£= 0,01. 

2. Tracez la trajectoire d’un mouvement brownien généralisé issu de 
X, = 100, de paramètres 4 = 30 et b=5. 


3. Tracez la trajectoire d’un mouvement brownien géométrique issu de 
—_ è — (o — to 
= 100, 
X, = 100, de paramètres 4 = 10 % et b = 40 % 


Exercice 5 : simulation de trading 


À l’aide de la feuille de calcul de l'exercice précédent, simulez le proces- 
sus de prix $, d’un actif sur une période d’un an constituée de 252 jours 
de trading selon le modèle : 4S, = uS,dt + GS4W, avec S, = 100, 
= 10 % et 6 =40 %. En supposant un taux d'intérêt sans risque 
r= 5 %, et à l’aide des formules en Annexe C, calculez chaque jour la 
valeur d’un call de strike 100 et de maturité initiale 1 an ; ainsi que son 
delta, gamma et thêta. Produisez enfin les graphes du processus simulé 
et de chacune de ces quatre valeurs pour deux simulations bien choisies 
et commentez. 
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Exercice 6 : simulation de delta-hedging 


À l’aide de la feuille de calcul de l'exercice précédent, implémentez la 
stratégie de delta-hedging à suivre pour une position short call de strike 
100 et de maturité 1 an, et indiquez chaque jour : 


— la position sur l’actif sous-jacent en début de journée ; 

— la quantité à acheter ou vendre d’actif sous-jacent ; 

— la position sur l'actif sous-jacent après exécution de l'opération 
précédente ; 

— le P&L journalier et cumulé. 


Commentez vos résultats. 


Exercice 7 : théorème d'Ito-Doeblin 


Soit (X) un mouvement brownien géométrique de paramètres (U, O), 
issu de X, = 1. À l’aide du théorème d’Itô-Doeblin, déterminez les 
processus suivants : 

1.Y =InX, 

2.Z,= X/° (où # est un entier strictement positif). 


3H, = 2. 
LA 


Exercice 8 : mouvement brownien standard 


Soit (W),>-,Y un mouvement brownien standard. Les questions suivan- 
tes sont indépendantes. 


1. Montrez que, pour tout instant 7'> 0, W,-suit une loi normale dont 
vous préciserez les paramètres. 


2. Soient 0 < # < #! Les variables W et W,. sont-elles indépendantes ? 
Indication : étudiez la covariance. 

3. Soient H,= exp(oW), h,= E(H) et G=Hph; l Exprimez h, en 
fonction de & et r. À l’aide du théorème d’Itô-Doeblin, prouvez que 
G,est un mouvement brownien géométrique dont vous préciserez les 
paramètres. 
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Exercice 9 : continuité et non-dérivabilité du mouvement brownien 


Soient (W),>, un mouvement brownien standard, #> 0, h> 0, 
D, 

D, = W,;= W,0, : L : 

a) Quelles sont les lois de D, et 6, ? 


b) Déterminez la variance de D,, puis sa limite quand # tend vers 0. 
Interprétez votre résultat. 


c) Déterminez la variance de Ô, puis sa limite quand h tend vers 0. 
Interprétez votre résultat. 
; 1 55 | : 
Exercice 10* : positivité du mouvement brownien géométrique 


Soit (X),> 9 un mouvement brownien géométrique de paramètres (4, b) 


strictement positifs, issu de Xj=1. Soient # >0 fixé, et 


X ,-X 
al + 
R, = ———— pour un entier # strictement positif. 
X 


t 


1. Justifiez pourquoi, pour » assez grand, la loi de À, peut être appro- 
chée par une loi normale dont vous préciserez les paramètres. 


2. Soit p, la probabilité que À, < — 1. Déterminez la limite de p,, quand 
n tend vers l’infini, et interprétez votre résultat. 


Problème 1 - Modélisation du prix d’une action 


Dans ce problème, on considère deux modèles de prix en temps 
continu de l’action Winner AG, dont le prix spot à la bourse de 
Francfort est 100 €. Les données historiques du prix de l’action 
Winner AG permettent d’estimer la rentabilité moyenne de Winner 
AG à 12 % par an. Cette rentabilité est très supérieure au taux sans 
risque de 3 % en raison d’un risque de volatilité important dont 
témoigne un écart-type des prix de 40 % sur une période annuelle. 


1. L’astérisque désigne les exercices de difficulté supérieure, correspondant aux démons- 
trations et concepts avancés. 
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1. Dans cette question, on se propose de modéliser le cours de l’action 
Winner AG par un processus (X), >, suivant un mouvement brow- 
nien généralisé de paramètres (72, s), issu de X, = 100. 

a) Déterminez l'espérance et la variance de X, en fonction de 7», s et #. 
Quelles valeurs proposeriez-vous pour les paramètres #7 et s ? 


b) Calculez la probabilité que le prix de l’action dépasse 120 € à hori- 
zons 1 an et 2 ans. 


c) L'action Winner AG peut-elle perdre toute sa valeur dans ce 
modèle ? 


2. Dans cette question, on se propose de modéliser le cours de l’action 
Winner AG par un processus (G,), >, suivant le mouvement brow- 
nien généralisé : dG,= uG,dt + GGAW, issu de G, = 100. 

a) À l’aide du théorème d’Itô-Doeblin, montrez que L,=In(G)) suit 
un mouvement brownien généralisé, et déduisez-en la formule 
explicite : 


G, = Goexp{ar- 10% LA 


b) Déterminez, en fonction de Li, Get r l'espérance et la variance de G.. 
Quelles valeurs proposeriez-vous pour les paramètres LU et ©? 


c) Calculez la probabilité que le prix de l’action dépasse 120 € à hori- 
zons | an et 2 ans. 


d) L'action Winner AG peut-elle perdre toute sa valeur dans ce modèle ? 


Problème 2* - Théorème d'’It6-Doeblin 


L'objet de ce problème est d’établir une « preuve » intuitive du théo- 

rème d’Itô-Doeblin dans le cas particulier où (Y),>, est seulement 

fonction d’un processus (X), - ,ç suivant un mouvement brownien 

généralisé de paramètres (4, b), e. : Y,= fX,). Pour résoudre ce problème 

vous devez être familier avec la notion de fonction négligeable y = o(x). 

1. Soient x et x’deux réels, ÀAx = x’-x, Af= fx’) -fix). Montrez 
que : 


Af= fo) Ax+ SFA)" LAN) 
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2. Soit G une variable suivant une loi normale standard. Calculez 
l'espérance et la variance de CF. 


3. Soientr<#, At=#f —1, AX=X, -X, AY=Y, - Y. 


a) Justifiez les écritures : 


AX = aAt+ bAr G 
2 


(AX)” = b° AG? + o(Ar) 


AY- (arc) : SEX) ]lar- bFCX) AG 
D) Soit Z =, Justi- 
NA:G 
fiez que E(Z) = o( Ar) et Var(Z) = o(Af). Que devient la 
variable aléatoire Z' lorsque As — 0 ? 


c) Justifiez l'écriture : 
AY = [C2 ” se fxp)lar+ bFX,) A1 G + o(G./2) 


4. Que devient la relation précédente lorsque Ar est infinitésimal ? 


Problème 3* - Arbre binomial et mouvement brownien 


L'objet de ce problème est de montrer que le mouvement brownien est 
le cas-limite d’un arbre binomial dont le nombre de périodes tend vers 
l'infini. Pour résoudre ce problème vous devez être familier avec la loi bino- 
miale et le théorème de la limite centrée. 


Soit un arbre binomial sur l’intervalle [0, 71 à » périodes de longueur 
T modélisant le prix $, d’un actif. Les branches de l’arbre se rejoignent 
à chaque nœud intermédiaire en répétant le motif ci-dessous 


(figure 9.6). 


p u St 
St 
q d St 
Figure 9.6 
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où # = = exp(oV7), d = exp(- OT), p=a= 2 et 0 > 0 est un 


paramètre arbitraire. 
1. a) Combien y a-t-il de nœuds terminaux à cet arbre ? 
y 


b) Combien y a-t-il de chemins entre le nœud initial $, et le nœud 
terminal #415,, où x, j sont des entiers naturels ? 


c) Déterminez la loi de S. 


2. Soit /7-le nombre (aléatoire) de branches supérieures « #p » emprun- 
tées par l'actif entre s=0 ets= T7. 


a) Exprimez Zen fonction de In S.. 


b) Montrez que /- suit une loi binomiale dont vous déterminerez les 
q T 
paramètres. 


3. À l’aide du théorème de la limite centrée, montrez que, lorsque » 
tend vers l'infini, In S7 converge vers une loi normale dont vous 
déterminerez les paramètres. 

4. En généralisant ces résultats, prouvez que, si (S,)5<,<7 est le 


processus-limite obtenu lorsque #7 tend vers l'infini, alors 


t : . : : 
W, = de vérifie les trois propriétés du mouvement brownien 
0 


standard. Quelle est la loi de S7 ? En supposant que le taux sans 


risque est nul, cette loi est-elle cohérente avec le modèle log-normal 


du chapitre 7 ? 
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Exercice 1 : conversion de taux 


Solutions des exercices 


Nous avons obtenu les résultats ci-dessous (tableau 9.4) avec les formu- 
les de conversion page 189. 


Tableau 9.4 
Taux annuel Fractionné Fractionné Continûment 
simple deux fois 12 fois composé 
10 % 9,76 % 9,57 % 9,53 % 
10,25 % 10 % 9,80 % 9,76 % 
10,47 % 10,21 % 10 % 9,96 % 
10,52 % 10,25 % 10,04 % 10 % 


Exercice 2 : intérêts continus 


1. Capitalisation au taux annuel : 
RE 0 


2. Capitalisation au taux fractionné : 


mt 
k, = K{1+À Le. 
m m m 


3. a) Capitalisation au taux continu : 
K, = Ke*,1>0 
b) Sur la période [4 5 + dt], le taux de rentabilité de (X),>, est 


t t 


TO 


Si les 


intérêts 


sont versés 
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dK 


3 Rt 
PA = RK,, dont les solutions sont de la forme K, = c+Ke . 


L 
De X, = X on obtient «= 0, et l’on retrouve le résultat précédent. 


Exercice 3 : un peu d'économétrie 


Nous avons choisi l'indice S&P 500 publié par Standard & Poor’s, sur 
l’année 2004. 


1. Moyenne : 909,42. Écart-type : 20,24. 


2. La distribution de l’indice S&P 500 sur l’année 2004 est semblable à 
celle d’une loi normale avec un léger biais à gauche : 


25 % 
Fréquence 
20 % —- Loi normale 
15% 
10% 
5 % 
0% 
Soc oloter Se oo ele © 
CC) © D. Et © © = A), ee de) Co) ES Er © © 
CON COL CON OO COM OO ON ON OM OM OM ON ON ON CS 
V V V V V V V V V V V V V V V _ 
Figure 9.7 


3. La série des taux de rentabilité de l'indice S&P 500 a une moyenne 
de 0,0156 % et un écart-type de 0,882 %. La distribution est égale- 
ment semblable à celle d’une loi normale mais sans biais particulier. 
Cela nous explique pourquoi il est habituel de modéliser l’évolution 
du prix d’un actif à partir du taux de rentabilité. 
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15 % 


Fréquence 


—#- Loi normale 


10 % 


5% 


0% 


<0 


<—3,0% 
<—2,5 % 
<—20% 
= 1,5% 
<—-10% 
<—0,5% 
<0,5 % 
<1,0% 
<15% 
<20 % 
<2,5 % 
< 3,0 


Figure 9.8 


Exercice 4 : simulation de mouvements browniens 


La photo d’écran ci-dessous (figure 9.9) montre comment résoudre cet 
exercice. 


SERRERE 


FERE 


SERBE 


CFE 


Unit NQ.1) M 


001 Q547##78 
002 À, 
0.03 7 
004 063%31629 
005 
0.06 
007 
[1 


LEA( 1 
l'dti$ES| 

ACIN | 
E(a"c6 | 


102642145, 1030409242 
102.891943|, 1036239504 
104 831842 
106.425456 
107 685008 
106 %/037, 109 57665 


106615063111 240094 
112.59120 
114045211 
16.120987 
-1.35711616 117 604187 
4 053%647%  U 578. 107.503789, 118. 


0 7068/917 01701988 107 488% 119 


023 0 #6 0106511964 01595879 10769793) 120 666784 
0.24 0713970401) 0.56447561, 0.21609546 100.200177) 121.030104 
0.25 0.2190116 -0.54775220) 0161260239 100.306301, 122.737069 


Figure 9.9 
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Exercice 5 : simulation de trading 


En suivant la méthodologie de l’exercice 4 pour simuler un mouvement 
brownien géométrique, nous avons obtenu les résultats ci-dessous. 


a) Scénario 1 : « croissance » 


Dans cette simulation, l’actif sous-jacent monte de 100 à 140 sur la 
période d’un an. On observe la convergence du prix du cal] vers un 
payoff de 40 en suivant des mouvements semblables. Le delta, qui 
correspond au nombre d’unités de sous-jacent à détenir pour répliquer 
le payoff à la date de maturité, converge vers 1, en suivant également des 
mouvements semblables. Mais le gamma, qui mesure l’instabilité du 
delta, suit des mouvements contraires : il commence par osciller puis 
décline fortement lorsque le sous-jacent est largement au-dessus du 
strike. Le thêta suit des mouvements opposés au gamma en raison de la 
relation mathématique entre ces deux lettres grecques. 


100 : r 200 

90 — Call (à gauche) 

1 ann S (à droite) 3e 7 

70 + 150 

60 

50 + 125 

40 

30 + 100 

+75 — Delta (à gauche) 
À — S (à droite) 


0,0035 — Gamma (à gauche) 7 200 
— S (à droite) — Theta / jour (à gauche) 


— S (à droite) 
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b) Scénario 2 : « épinglement » (« pénned at the strike ») 


Dans cette simulation lactif sous-jacent oscille autour du niveau du 
strike pendant toute la période, avant de clôturer légèrement au-dessus 
de 100. La valeur du cal] suit des mouvements semblables et converge 
vers un payoff proche de 0. Le delta oscille également autour de sa 
valeur initiale de 0,6, avec une augmentation de l’amplitude au cours 
du temps. Logiquement le gamma et le thêta augmentent au cours du 
temps. Ce scénario correspond au cauchemar du #rader short options : 
parce que le sous-jacent est « épinglé » au niveau du ssrike, le trader ne 
sait pas jusqu’à la dernière minute s’il doit être long ou non du sous- 
jacent, et ses mesures de risque deviennent difficiles à maîtriser. 
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50 


— Call (à 


gauche) 


— S (à droite) 


— Gamma (à gauche) 


— S (à droite) 


200 
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08 —S (à droite) 175 


200 
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Figure 9.17 — Thêta 
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Exercice 6 : simulation de delta-hedging 


La photo d’écran ci-dessous (figure 9.18) montre comment résoudre 
cet exercice. Remarquons que le P&L cumulé final est faible mais non 
nul : cela s'explique par le fait que le delta-hedging est exécuté sur une 
base journalière plutôt que continâment. Une étude plus approfondie 
montrerait que le P&L tend vers 0 dans le cas continu. 


F> À 8 C D E F G H 1 J K 
_— 

2 mu 10% 

3 sigma 40% 

4 r 5% 

5 

6 Jour Distance à maturité Call Delta Pos. Initiale Achat/Vente Pos. Finale P&L jour P&L cumulé 
7 0 1.000 17 97 0.626 0000 NW 062 0 626 

8 0 996 16.99 0.611 0.626 < st" ) 0.027 
9 2 0 992 1683 0.609 0.611 |"F7-G7 É 2G7+H7 bg 

10 3 0.988 20 16 0.659 0609 9 59 [ES T8 :] 
11 4 0 964 18.96 0.642 0659 0016 0.642 TE 

12 5 0 980 o” nes nes nan 0634 ‘ 0.032 
LE) 6 0976 0.071 
4 0 972 0.090 
15 8 0.968 lE(ALEAOY 0.125 
16 9 0 964 |SQRT(252) 0.157 
17 10 0.960 0.054 
18 1 0956 0.056 
19 12 0 952 4.078 
20 1 0948 0.040 
21 14 0 944 0.006 
2 15 0 940 0.026 
23 16 0937 0.063 
24 17 093 0.101 
25 18 0.929 0111 
26 19 0 92 0.059 
27 20 0.921 0.074 
28 21 0917 0.080 
29 2 0.913 + 50 0503 0.055 
30 23 0.909 828822228g2g2erse, 0515 0.085 
31 24 0 90 SICPESSEISRRN ES Jours os1s 0 122 


Figure 9.18 


Exercice 7 : théorème d'Ito-Doeblin 


1. En choisissant fr, X) = In X, a(r, X) = UX, b(r, X) = UX, et en appli- 


quant le théorème d’Itô-Doeblin, nous obtenons : 


df = ce el XL + (ox Pav, 


We 
4 ot OX 2° de 


2 


O+UX ; PK dr+ (ox, x) V: 


| t 


(a - Ro Jai + OdW, 
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Ainsi Ÿ, = In X, suit un mouvement brownien généralisé de paramè- 
tres (LU — 6°/2, O). 
2. En choisissant f{4, X) = X”, a(s, X) = UX, b(r, X) = OX, et en appli- 


quant le théorème d’Itô-Doeblin, nous obtenons : 


dZ, = df= ÉL ci FX ÈL le (o x Law, 


oX 2° 
= (o AH on IC = DOXX Jar (2OX X* 7" )dW 
_ C7 + UC _ Do }Xar+ noX dW, 


= C7 UC - Do )Zdr+ nOZ,dW, 


Ainsi Z, = X/ suit un mouvement brownien géométrique de paramètres 
(Ur + n(n— 1)6°/2,6) 
3. En choisissant f(4, X) = 1 / X, as, X) = UX, br, X) = OX, et en appli- 


quant le théorème d’Itô-Doeblin, nous obtenons : 


dE, = df= Es oil XP (ox Law, 


x" 2 


-(o- HX +; 150 Êe }a- (ox 


t 4 


2, Il 1 
= (— == G=AN 
( MO t . : 


= (-u+0°)A, dt-6H,dW, 


Ainsi À,= 1/X, suit un mouvement brownien géométrique de para- 
mètres (— y + ©, 6). Par ailleurs, (— W)), >, étant un mouvement 
brownien standard, il est équivalent de dire que A suit un mouvement 
brownien géométrique de paramètres (— Lu +6, 6). 
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Exercice 8 : mouvement brownien standard 


. D’après la deuxième Es définissant le mouvement brownien 
standard, nous avons : W7— W, - N(0, /T). D’après la première 
propriété nous avons PE En conséquence W suit une loi 
normale d’espérance nulle et écart-type JT : 


. Cov(W, W,) = Cov(W,W,-W+W)=CovW-W, W.-W) 
+ Var(W) = 0 + x (les deux variables D= W.- Wet A=W,-W, 
étant indépendantes, leur covariance est nulle). Ainsi la covariance de 
Wet West non-nulle : ces deux variables ne sont donc pas indépen- 


dantes!. 


. En utilisant le théorème du transfert : 


h,= E(e = E(e) 
D 
_ ] t mo 
/2 — 00 
2 2 
Ot + co (x= or) 
T5 —| CE” 
Te 
ot 
= 25 
LG 
Rappelonsque — = 2 x = 1 en tant qu'intégrale 


d’une densité de probabilité entre — and + |: 


1. Rappelons qu'il est nécessaire, mais pas suffisant, que la covariance soit nulle pour que 


deux variables aléatoires soient indépendantes. Cette condition nécessaire n'étant 
pas vérifiée, nous pouvons conclure que les deux variables ne peuvent pas être indépen- 
dantes. 


212 


© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit 
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2 De 
A OW--0o 1 Se OX-=0 + 
Ainsi G, = € ‘2 .En choisissant f(#, X) = e 2 ,X=W, 


dX,= dW, a=0, b=1, et en appliquant le théorème d’Itô-Doeblin, 


nous obtenons : 


Le = =|T+ a+: Pat di+ +(o Saw, 


DS 


(20 G ,+0+50 *G,}di+ (0G)dW, 


= CGdW, 


Ainsi G suit un mouvement brownien géométrique de paramètres (0, ô). 


Exercice 9 : continuité et non-dérivabilité du mouvement brownien 


a) D’après la deuxième propriété définissant le mouvement brownien, 


nous savons que D,- N(0, Nb). En conséquence Ô -— Mo) ; 
h 


b) Var(D,) = h — 0. Une variable aléatoire de variance nulle étant 
constante, et l'espérance de D, étant nulle, ce résultat signifie que 
D, converge vers 0 avec h. Aïnsi deux points d’un mouvement 
brownien séparés par un intervalle de temps infinitésimal sont infi- 
niment proches : la trajectoire d’un mouvement brownien est donc 
continue en tout point s. (Ceci est une interprétation et non une 
preuve). 


c) Var(ô)= — 5 + co, 6, est le taux d’accroissement entre deux points 


d’un mouvement brownien séparés par un intervalle de temps h. Si 
Ô, admettait une limite finie, W serait dérivable au point # Mais la 


variance infinie de Ô, exclut cette hypothèse : la trajectoire d’un 


mouvement brownien est donc non-dérivable en tout point #. (Ceci 
est une interprétation et non une preuve). 
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Exercice 10*: positivité du mouvement brownien géométrique 


1. Pour # assez grand, i est proche de0et: X ,-X,= 4X = aX dt 
ñn ÊaE 


+ &XdW.. Donc R, = adt+ bdW.,- N(adt,bAfdt). Ici dt = À, 
n 


à ; 2 
donc À, peut être approché par une loi normale de paramètres = et 
n 


b 


Nr 
2. En utilisant le fait que — P < y quand y < — 1, et que la fonction expo- 
nentielle est croissante, on a : 


Ainsi p, est borné par une quantité qui tend vers 0 lorsque 7 tend 
vers l'infini : la probabilité que À, < —1 est nulle. Si X, est le prix 
d’un actif, À, correspond à son taux de rentabilité entre et £+ dret 
R., < —-100 % signifie que X, perd plus de 100 % de sa valeur, autre- 
ment dit que X,, ,, < 0. En conséquence X, est toujours positif, ce qui 
constitue une propriété utile dans le cadre de la modélisation du prix 
d’un actif. (Ceci est une interprétation et non une preuve). 
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CHAP.9 MODÉLISATION DES PRIX EN TEMPS CONTINU 


Problème 1 - Mouvements browniens généralisé et géométrique 


1. a) Selon la formule explicite du mouvement brownien généralisé de 


la page 195 : 
X,= 100 + mt+5W 
Ainsi : E(X) = 100 +, et: Var(X) = 24, D’après les données 
numériques de l’énoncé, nous souhaitons que : 
E(X,) = 100 x (1 + 12 %)= 112, et o(X) = 100 x 40 % = 40, 
d’où les paramètres : m1 = 12, s= 1/40. 
b) Avec ces valeurs de # ets, X, suit une loi normale de paramètres (100 


+124 405). Nous pouvons alors calculer la probabilité que X, 
dépasse 120 dans un an: 


ne PEU 


P([X, > 120]) = E ) 0) 


= 42 % 
Et dans deux ans : 


12% . 120 — 124 


) = 1 - N(-0,0707) 


= 52 % 
c) La probabilité que X, soit en dessous de 0 est : 


pe 2102 B 
L 40/7 40, | 


= 100 — me. : 
40 /+ 


Selon ce modèle, il y a une probabilité non-nulle que Winner AG perde 
toute sa valeur ou même ait une valeur négative. Ce modèle n’est donc 
pas bien adapté car un investisseur ne peut jamais perdre davantage que 
son capital en investissant dans une action. 


P(LX, < 0]) = r| 
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2. a) D’après l'exercice 7, nous savons que Z, suit un mouvement brow- 
nien généralisé de paramètres (lu — 6/2, ©) ; et d’après la formule 
explicite de la page 195, nous obtenons : 


L, = L,+ (a- so }r+ oW, 
En substituant Z, et L, avec leur définition : 
InG, = InG,+ (a- so }r+ oW, 
Par exponentiation des deux membres, nous obtenons finalement : 


(a = Ro )r+ oW, 
G, = Goe 


b) D’après l’exercice 8, question 3 : 


2) 


il 
oW oi 
E(G,) = Ge" 2 | = 1006”. 
Pour la variance : 


Î 2 
Var(G,) = CAD CES ) 


| Rp 
20W— É OW--0 + 
(000 fe : à — cC . | 


2 26W.-20° 
1007] 7 ‘He ) : | 


6] 
D Al © 
= 1006 * Le = 1) 
D'après les données numériques de l’énoncé, nous souhaitons que : 


E(G;) = 112,ie. u = In(112/100) + 11,33 %,et: G(G;) = 40, 


2 
O 


2 
41e & =Ùi = (2) , ce qui donne : 
il 2 
2 
6 = ln ( +) ) = 34,64 %. 
112 
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CHAP.9 MODÉLISATION DES PRIX EN TEMPS CONTINU 


a) Avec ces valeurs de LH et G nous pouvons calculer la probabilité que 
G, dépasse 120 : 


P([G, > 120]) 


: UC cie 203464 )r+ 0,3464W, > El) 
2 100 | 


7 


W, 1 1 2 1] 
=: _ ouh) 
Nr 0,3464 + 2 ] 
Après calculs : P([G, > 120]) = 35 %, P([G, > 1201) = 44%. 


b) Comme G, = Goexp{ur- 50 + ow,) > 0, la probabilité que G, 


perde toute sa valeur dans ce modèle est nulle. Ce modèle est donc 
plus réaliste que celui considéré en question 1. 


Problème 2* - Théorème d'It6-Doeblin 


1. Il s’agit tout simplement d’un développement limité d’ordre 2 de fau 
voisinage du point x. 


2. Le calcul de l'espérance de G? s'obtient facilement avec la formule 


Var(G) = HG) = (AG) : 
E(G°) = Var(G)+(Æ(G)) = 1+0° = 1 


Pour le calcul de la variance, nous utilisons le théorème du transfert 
puis une intégration par parties : 


crc) ec 


+ co 
L J . CE 


D 


= D EE a _ 
LE . “ + 2e | D et 
Nr le “ie DT ce 
=0+3ÆG)-1 


= 2 
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3. a) D’après la formule explicite de la page 195, nous avons : 
AX = X,-X, = aff -n+6(W,-W) 
Or, d’après la deuxième propriété définissant le mouvement brownien : 
W,-W,- N(0,/r 5 
Donc AX - N(aAt, b Ar) , ce qui justifie l'écriture : 
AX = aAt+ b AIG 


Par élévation au carré et développement de l'identité remarquable : 
(AN) = 4° (49) + &°ArG° + 2abAr AIG = b°ArG° + o(AN) 
b) D’après la question 1 en choisissant Y, = {X)) : 


AY = Af = FX)AX + SPUX,)(AN) + o((AX)) 
Puis, d’après la question 3. 4) : 
AY = f{X)(aAr+ bJArG) + ALU TS + o(AP)) 
+ o(b”ArG* + o(Ar)) 
Soit encore : 


AY = af (x) | sb SX) Jar + bFUX,) AG + o(A1G?) 


En conséquence : 
_ PX)É AIG? + o(A1G”) 
VAE 


Ainsi E(Z) = o(A®) et Var(Z) = o(Af). Lorsque Ar 0, Zest 


une variable aléatoire d’espérance et variance nulles. 


A = f{X,)6  NA:G + o(G Ar) 


c) D’après la question précédente, on peut écrire que AY est négligeable 
devant la variable G,/Aÿ, justifiant l’écriture demandée. 


4. Lorsque Ar devient infiniment petit, on utilise plutôt les notations 
dt, dY, et on écrit : 


He (artx) SÉPUX) Jdr+ bF(X) laiG 
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CHAP.9 MODÉLISATION DES PRIX EN TEMPS CONTINU 


Ou encore : 


dv, = (ax) + PF) Jér+ FX )dW, 


Cette écriture correspond au théorème d’Itô-Doeblin dans le cas où 


fne dépend pas de #. 


Problème 3* — Arbre binomial et mouvement brownien 


1. a) À chaque étape les branches de l’arbre se rejoignent : il y a donc 
n + 1 nœuds terminaux (et non 2” dans le cas où les branches ne se 
rejoignent pas). 

b) Pour atteindre le nœud terminal #48, le prix de l'actif doit effec- 
tuer / sauts « #p » et j sauts « down », avec i+ j = n. En codant chaque 
chemin par une suite de # « # » ou « d», le nombre total de combi- 
naisons possibles comportant z « u » et n— i« d» est: 


Ce n! _ GE)! 


CR TEE 
c) S- est une variable aléatoire discrète dont les 7 + 1 valeurs possibles 
sont : Spa”, Son” | 7 So4” Fu Sod”, avec les probabilités : 


GG 0) 0) 


1 n-1I 21--n 
2. a) Comme Sy = Su Td ‘= So 4 


rithme de chaque membre et en isolant les termes en /,; nous 


, en calculant le loga- 


obtenons : 


+ L Fe 4 
PC De 


b) En utilisant le résultat de la question 1.c), nous vérifions aisément 
que suit une loi binomiale de paramètres (7, 1/2). 
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3. En réécrivant le résultat de la question 2.a) : 
ne 
So 
Une variable suivant une loi binomiale peut se décomposer en une 
somme de variables de Bernouilli! indépendantes et de même loi : 


In Cr br 7017 


S n 
Le = DE Br; OA/T, où B7; = -1 si le prix de l’actif baisse à 
Nil 


l'étape z, +1 s’il monte. 


Or: E(B7.;) = 0, Var(B7.) = EB; = Perc— 7 Donc: 


à \ à \ ie & a 1 . 
D’après le théorème de la limite centrée, — Y° B;.; converge en loi 
n° 
i=1 
vers NV(0, 1) lorsque le nombre de périodes 7 tend vers l'infini. De 


manière équivalente, In S;- converge en loi vers M(InS,, ON 


4. Montrons que (W) satisfait les trois propriétés définissant le 
mouvement brownien : 


— en généralisant les résultats de la question 3 à tout intervalle [4 #1, 


S / 


. ? ’ 1 4 
la loi de tout incrément D = W,-W, = -In— est normale 


[2 
d’espérance nulle et écart-type W#°—# ; 


— l'indépendance entre deux incréments provient de l’indépendance 
entre les sauts « p » et « down » du prix de l'actif. Cette propriété 
reste vraie dans le cas-limite où le nombre de sauts tend vers 


1. Une variable de Bernouilli est une variable aléatoire binaire ne prenant que deux 
valeurs. 
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l'infini. Remarquons ici qu’une preuve complète nécessite de véri- 
fier que toute famille finie d’incréments est mutuellement indé- 
pendante. 


Ainsi la variable InS7 suit une loi normale d’espérance In S, et écart- 


type OT, autrement dit $7- suit une loi log-normale avec ces paramètres. 


Cette loi ne correspond pas à celle du modèle log-normal dont l'espérance 
& | 2 nn ; me 
est In S, — 50 T° lorsque le taux d'intérêt est nul. Pour obtenir celle-ci, il 


suffit d'introduire un biais correctif dans les paramètres de l'arbre, en 
l'occurrence : 


4 = ap(- 20°T+ o.fr) et d = ap(- 205 o.fr). 
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CHAPITRE 10 


Le modèle 


de Black-Scholes 


Rappels théoriques 


Aux chapitres 6 et 7, nous avons vu deux approches très distinctes 
concernant la valorisation des options : le modèle binomial, fondé sur 
un raisonnement d'arbitrage appliqué à un arbre ; et le modèle log- 
normal, fondé sur un calcul d’espérance. Le modèle de Black-Scholes 
combine ces deux approches! : argument d’arbitrage et loi log-normale 
des prix, en temps continu. 


Le modèle est apparu en 1973 dans une période de bouleversements 
économiques : crises pétrolières, crises monétaires, et donc apparition 
de nouveaux risques financiers. Les options constituaient des titres 
financiers attractifs permettant de réduire les risques, mais aucun 
modèle de valorisation cohérent n’existait. Black-Scholes a remédié à 
cette situation et s’est rapidement imposé, permettant le développe- 
ment considérable des marchés d'options. Trois décennies après sa 
publication, il reste le modèle de référence. 


1. Le modèle binomial est cependant postérieur à celui de Black-Scholes. 
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L'équation aux dérivées partielles de Black-Scholes 


À l'instar du modèle binomial, Black-Scholes considère que l'actif sous- 
jacent est soumis à des variations par rapport à son prix actuel S, entre 
deux instants infiniment proches # et #+ dt. Cependant, Black-Scholes 
envisage une infinité de niveaux finals S,, , plutôt que de ne considérer 
que deux variations possibles! S{(1 + x) et S (1 + d). Plus précisément, 
le niveau final suit une loi log-normale : $,, 4, = S(1 + X), où X'est un 
taux de rentabilité instantané suivant une loi normale. 


S: (1 + U) 
S; S; St++ at 
S; (1 + d) 


Figure 10.1 — Les modèles binomial et de Black-Scholes 
’évolution des prix 


1. Pour retrouver les notations du chapitre 6, on peut poser : $,= S,, S,, 7, = Sy 


= F-S 


u 


(taux de rentabilité du sous-jacent dans le scénario « #p ») et d de 
0 


façon semblable. 
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CHAP. 10 LE MODÈLE DE BLACK-SCHOLES 


Les hypothèses du modèle de Black-Scholes sont les suivantes : 
° le prix (S) de l'actif sous-jacent suit un mouvement brownien 
géométrique : 
dS, = LS, dt+ oS, dW. 
+ la courbe des taux est plate et constante dans le temps, r étant le taux 
d'intérêt sans risque continu ; 
+ l'actif sous-jacent ne verse pas de revenu. 
Ainsi que les hypothèses traditionnelles : 
° il y a absence d'opportunité d’arbitrage sur les marchés financiers ; 


° les transactions ont lieu en temps continu, n’ont pas de coût et la 
liquidité des actifs est infinie ; 


+ _|a vente à découvert est autorisée. 


Soit D, la valeur du produit dérivé à l’instant # en supposant qu’elle 
est seulement fonction du temps et du prix de l’actif sous-jacent : 


D=f(5S) pourtout #20 
En supposant que f'est une fonction « suffisamment régulière » (1e. 


continûment dérivable par rapport à set deux fois continâment dériva- 
ble par rapport à S), le théorème d’Itô-Doeblin nous permet d’écrire : 


1 2 sf 
aD, = df = de us À +lo DL + (os E)aw, 
ot OS 2° "as 


D'un point de vue financier, cette équation signifie que, entre les 
instants # et # + dr, la valeur du produit dérivé est exposée à un drift 


gi US d+: 1? si dt (tendance moyenne d’appréciation ou de 
A 
dépréciation dans le temps), et à un risque de volatilité (os e dWwW.. 


Il est important de remarquer que ce risque est proportionnel au risque 
de volatilité de l’actif sous-jacent GS /W, avec un coefficient de 
proportionnalité LA Le schéma ci-dessous permet de visualiser simul- 


0S 


tanément le comportement du sous-jacent et du produit dérivé. 
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Valeur finale du produit dérivé 
50 


Prix final du sous-jacent 


Distribution 40 


du sous-jacent 


Distribution 
du produit dérivé 


Valeur initiale 
du produit dérivé 


] 


du sous-jacent 28 


Prix initial 
du sous- Fiscens 


du produit dérivé 


100 


Figure 10.2 — Drift et distribution du sous-jacent 
et du produit dérivé 


Comme dans le modèle binomial, le détenteur d’une unité du 
produit dérivé peut à tout instant # éliminer le risque de volatilité à 
horizon # + dt en vendant Ô unités d’actif sous-jacent. En effet, en 
notant P, la valeur à l'instant du portefeuille /ong du dérivé et short Ô 
sous-jacent, nous avons : 


= f{4, S,) - 6S 


À l'instant ++ df, la valeur de ce portefeuille est : 


= f(t+dt,5,, ,)- 068 


UT Le ++ dt 


D'après le théorème d’Itô-Doeblin et l'équation du modèle de prix S : 


dP,= Py-P, 


t+dt 
= df- 54, 


= Fa sal Ps 21 — ÔUS, | dé + [os L- Ô$, law, 


LANG ARE, 98 


Le dd est sans risque à horizon # + df si et seulement si sa 
variation de prix entre et £+ dt ne comporte aucune composante aléa- 
toire, c’est-à-dire si et seulement si le second crochet est nul : 


os, _ ô0S, = 0 
0S 
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Nous en déduisons la valeur de Ô: 
0 
5= À 
OS 


Ce résultat est sans surprise dans la mesure où il s’agit du coefficient 
de proportionnalité entre le risque de volatilité du produit dérivé et 
celui de l'actif sous-jacent : pour éliminer le risque de volatilité du 
produit dérivé il est nécessaire et suffisant de vendre l'actif sous-jacent 
avec un ratio de couverture Ô (hedge ratio) égal à ce coefficient. 


En substituant Ô par sa valeur dans l’équation de variation de valeur 
du portefeuille, nous obtenons : 


=|Ÿ+ 1521) (10.1) 
25° 


fc ill L \ L : l > A 

Le portefeuille étant à présent sans risque, en l’absence d’opportunité 
D = il A / ER p. 2 A a = 

d'arbitrage il doit être rémunéré au taux d’intérêt sans risque continu r : 


dP, = rP, dt 


Comme P,= f(#, S) — Ô$, nous obtenons une seconde équation de 
variation de valeur du portefeuille : 


dP, = r(f- ôS,)dt 
= 2,0 
(f LS, )ar (10.2) 


Les équations (10.1) et (10.2) caractérisent toutes deux de manière 
déterministe la variation de valeur du portefeuille entre les instants set 
t + dt: leurs coefficients de drifi doivent donc être identiques. Il en 
résulte l’équation aux dérivées partielles de Black-Scholes : 


= + ses 


Cette équation aux dérivées partielles admet une infinité de solu- 
tions, qui définissent l’ensemble des produits dérivés admissibles (ou 
« négociables ») sur l’actif sous-jacent S. Pour déterminer une solution 
particulière, il faut imposer des conditions supplémentaires, par exem- 


227 


FINANCE DES MARCHÉS 


ple une condition terminale. Pour les options européennes, cette condi- 
tion est le payoff à maturité, en particulier : 

— pour le call vanille : f(7, S7) = max(0, S7--— X°) ; 

— pour le put vanille : F(T, Sy) = max(0, K-S). 

Il est important de remarquer que le portefeuille sans risque a une 


” : 0 
composition qui évolue constamment : le coefficient Ô = . change au 


cours du temps. L'analyse de Black-Scholes sous-tend donc une stratégie 
dynamique de couverture du risque appelée delta-hedging, consistant à 
acheter ou vendre en permanence l'actif sous-jacent (cf Chapitre 8). En 
théorie, cette stratégie permet au #rader d'options de répliquer parfaite- 
ment le payoff à un coût égal à la valeur de l’option, sans prise de risque. 


Les formules de Black-Scholes 


Dans le cas des options vanille européennes, l’équation aux dérivées 
partielles de Black-Scholes admet des solutions analytiques. La résolu- 
tion étape par étape étant relativement technique, nous renvoyons à la 
lecture de Wilmott (2007). 


Les formules de Black-Scholes donnant la valeur à l'instant #= 0 
d’un call et d’un put européens expirant à £= T'sont : 


co = SN(d,)- Ke” N(d,) 


Po = Ke" N(-d,)- SN(-d) 


où /V(.) est la fonction de répartition de la loi normale standard, et d,, 
d, les coefficients : 


2 
ie+(r+ Sr 
DE 2 
7 
GNT 
ha+(r-T) 
d, _ K 2 = d,- OT 
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Ces formules sont très semblables à celles obtenues au chapitre 7. 
D'un point de vue financier, elles sont en fait rigoureusement identi- 
ques car e"T n’est autre que le facteur d’actualisation et Sd le prix 
forward F, du sous-jacent à horizon 7. En substituant Sç par Fe” 
dans les formules de Black-Scholes, nous retrouvons : 


co = € [FO N(d)) - KN(d:)] 


rT 
[XN(-d,) - E,N(-d.)] 
In = 
avec : di = __X 41 SONT d,= = d,- OT 
ONT 2 
Il est légitime de se demander si le modèle de Black-Scholes présente 
un apport par rapport au modèle log-normal. La réponse réside presque 
entièrement dans l'argument d’arbitrage : si le prix du dérivé diffère de 
son prix théorique, Black-Scholes nous assure que nous pouvons réali- 
ser un profit sans risque et décrit la stratégie pour y parvenir. Bien 
entendu, cette assertion est sujette aux hypothèses du modèle, et de 
nombreuses recherches empiriques et théoriques ont été menées pour 
en identifier les carences. Néanmoins, le succès de la théorie de Black- 
Scholes permet de penser que ses hypothèses constituent une descrip- 
tion raisonnable du comportement des marchés. 


Po 


La volatilité 


Reprenons le modèle d’évolution du prix ($,) de l'actif sous-jacent : 


dS 
— = udt+ odW, 


Lt 


° Le paramètre de drift correspond au taux de rentabilité moyen 
instantané de l'actif sous-jacent . Il est remarquable que Lt n’inter- 
vient pas dans les formules de Black-Scholes : la valeur d’une option ne 


nu as, S,+ Fan 


t Ho à 
1 — = ———— est le taux de rentabilité instantané de ($). Comme 4W, a une 


s, 5, ds, 
espérance nulle (cf chapitre 9), on a: su = Udt. 
t 
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dépend pas de l'espérance de rentabilité du sous-jacent. Cela peut 
sembler contraire à l'intuition, mais il est important de retenir que le 
prix spot du sous-jacent reflète déjà son espérance de rentabilité : lors- 
que L augmente, la demande en sous-jacent a tendance à augmenter 
également suscitant une hausse de S, et cette variation est répercutée 
dans le prix de l’option. Cependant, à prix S, inchangé, le prix de 
l'option reste également inchangé. 


+ Le paramètre de volatilité G correspond à l’écart-type de la rentabilité 


dS 
instantanée : Var( =) = o1/dt. 


L 


La volatilité joue un rôle crucial dans les formules de Black-Scholes : 
la valeur d’une option est très sensible à ce paramètre. Par exemple, 
considérons un cal] européen de strike 110 € et maturité 1 an, dont le 
sous-jacent est une action de prix spot 100 €. Si la volatilité de l’action 
augmente, la probabilité que le prix de l’action dans un an soit très au- 
dessus de 110€ (cas où l’on gagne une somme importante avec 
l'option) est plus élevée qu'auparavant. Bien entendu, la probabilité 
que le prix de l’action soit très en deçà de 110 € augmente symétrique- 
ment, mais dans tous les cas en dessous de 110 € Le payoff est nul (on ne 
perd pas d’argent). Cette asymétrie du payoff se traduit par une hausse 
de la valeur de l'option : lorsque la volatilité du sous-jacent augmente, 
la valeur de l'option augmente ; et inversement, lorsque la volatilité 
baisse, la valeur de l’option baisse. Dans le jargon des marchés, on dit 
qu’une option est « long vol[atilité] »!. 


Il existe deux approches traditionnelles pour déterminer le paramètre 
de volatilité 6: 


1. L'approche historique. 
2. L'approche implicite. 


1. Les options vanilles sont toujours « long vol», mais il existe des options exotiques 
« short vol » : lorsque la volatilité augmente, la valeur de l’option diminue. C’est le cas, 
par exemple, d’un call de strike 100 à barrière désactivante 90 (ze. le call est annulé si la 
barrière est touchée) lorsque le prix du sous-jacent est suffisamment proche de la 
barrière (par exemple 92). 
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Volatilité historique 


La volatilité peut être estimée à partir d’une série historique de prix du 
sous-jacent. Étant donnés les prix 54, 51; 5», ..., s, observés à des inter- 


valles de temps réguliers de période 7, nous pouvons calculer les taux de 


rentabilité continus: #; = In——, puis les estimateurs usuels de 


#2 
moyenne et variance! : 
n n 
i=-Vu,s = 1 Y Cu; 2) 
ñ. n—1l. 
T1 = FE 
. ; “” rue = f 
Une estimation annualisée de la volatilité © est alors : GO = —. 


AE 


Le tableau 10.1 ci-dessous illustre ce calcul dans le cas du taux de 
change de l’euro en dollars. 


Tableau 10.1 - Taux de change d’un euro en dollars, juillet 2007 


Date S; u;=Ins/s; ; Date S; u;=Ins/s; ; 


2 juil-07 |1,3632 18 juil-07 | 1,3805 0,1522 % 


3 juil-07 |1,3618 — 0,1028 % 19 juil-07 | 1,3819 0,1014 % 


4 juil-07 |1,3621 0,0220% ||20 juil-07 | 1,3814 | —0,0362 % 


5 juil-07 |1,3598 —0,1690% |123 juil-07 | 1,3812 | —0,0145 % 


Gjuil-07 |1,3627 0,2130% ||24 juil-07 | 1,3818 0,0434 % 


9 juil-07 |1,3622 —0,0367 % |125 juil-07 | 1,3714 | —0,7555 % 


10 juil-07 |1,3711 0,6512% |126 juil-07 | 1,3759 0,3276 % 


1 = 2 : ice : > 2 
1. Rappelons que - > (#;—u) est un estimateur biaisé de la variance d’un échan- 
n 


tillon (4,) de taille ». 
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Date S; u;=Ins/s, ; Date S; u;=Ins/s; ; 


11 juil-07 | 1,3767 |  0,4076% ||27-juil-07 | 1,3637 | —0,8906 % 


12 juil-07 | 1,3784 0,1234% ||30-juil-07 | 1,3684 0,3441 % 


13 juil-07 | 1,3791 0,0508% ||31-juil-07 | 1,3693 0,0657 % 


16 juil-07 | 1,3779 | —0,0871 % Moyenne 0,0213 % 


17 juil-07 | 1,3784 0,0363 % Écart-type|  0,3409 % 


Dans cet exemple, la période est de un jour: T=1/365, d’où 
l'estimation : © = 0,3409 % X 1365 =6,51% par an. Toutefois 
nous pouvons remarquer qu’il manque des données correspondant aux 
jours de clôture des marchés. Une pratique courante consiste à annua- 
liser la volatilité sur la base de 255 jours ouvrés par an!, d’où l’estima- 


tion plus réaliste : & = 0,3409 % x ,/255 = 5,44 % par an. 


L'approche historique ne résout pas un certain nombre de questions. 
Sur quelle longueur historique doit-on observer les données ? Doit-on 
observer les prix toutes les secondes, minutes, heures, tous Les jours ou 
tous les mois ? La volatilité historique est-elle une estimation fiable de 
la volatilité future ? Ces questions n’ayant pas de réponse simple, la 
volatilité historique n’est utilisée que pour une estimation grossière de 
la valeur d’une option selon les formules de Black-Scholes. Une telle 
estimation est utile dans le cadre d’une valorisation fondamentale, en 
particulier s'agissant d’un sous-jacent où le marché d’options est peu 
développé. Dans le cas de sous-jacents liquides munis d’un marché 
d'options actif, il est difficile de retrouver les prix de marché avec un 
paramètre de volatilité historique. 


1. Ce chiffre dépend du marché considéré. Sur le marché des actions, on utilise plutôt 
252 jours ouvrés. 
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Volatilité implicite 


L'approche implicite consiste à déduire la valeur de 6 des prix d'options 
constatés sur le marché, de telle sorte que le prix observé soit égal à la 
valeur théorique selon les formules de Black-Scholes. Cette valeur de 6 
est appelée volatilité implicite (ëmplied volatility). 


Paramètres Paramètres 
S S 
LS Black |, Valeur < Black LE 
: Scholes|” ” Théorique r Scholes marché 
o Oimp 
Figure 10.3 — Figure 10.4 — 
Valorisation Volatilité implicite 


par Black-Scholes 


Par exemple, si le prix d’une once d’or est 400 $, le taux d'intérêt 
annuel sans risque est 10 %, et un cal] de strike 450 $ et maturité 3 mois 
vaut 6$, la volatilité implicite 6, est la solution unique de 


ÿ : P 
l'équation : 


400 x N(d,)-450 x e 7 *%5 x N(d,) = 6 
Où : 
400 % + Lo? 
: ins + (10 x + 20° )x 0.25 


di = ,et: d,) = d, - OV0,25 


O0,25 
Cette équation peut être résolue par des méthodes d’approximation 
numériques, telles que la dichotomie ou la méthode de Newton, qui 
. = (0 
donnent dans notre exemple : 6,4, = 23,5 % par an. 


La volatilité implicite peut être ensuite utilisée pour calculer la valeur 
théorique d’options de caractéristiques similaires (s#rike proche de 
450 $, maturité proche de 3 mois), de sous-jacent identique. Sur la 
plupart des marchés, tous les autres paramètres de Black-Scholes sont 
connus et il est courant de coter les options en volatilité implicite plutôt 
qu'en prix. 
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Exercices 


Exercice 1 


« Dans la théorie de Black-Scholes, le risque de volatilité du produit dérivé 


0 — . 
est couvert en vendant une quantité Ô = Là de l'actif sous-jacent, car le 


oS 


risque de volatilité de ce dernier lui est proportionnel. Le drift U du sous- 
jacent ne jouant pas de rôle, il serait également possible de couvrir le risque 
de volatilité du produit dérivé en vendant la même quantité Ô de tout autre 
actif qui suivrait un mouvement brownien géométrique de paramètre de 
volatilité © identique à celui de l'actif sous-jacent. » Commentez. 


Exercice 2 : volatilité historique et volatilité implicite 


Décrivez une situation de marché où volatilité historique et volatilité 
implicite doivent être fortement divergentes. /ndication : considérez par 
exemple des événements exceptionnels devant intervenir à une date future 
qui est connue à l'avance. 


Exercice 3 


Déterminez les cas-limites suivants des formules de Black-Scholes et 
commentez : 


1. T0. 
2.6 — 0. 


Exercice 4 : courbe de skew 
À l’aide d’une feuille de calcul, produisez la courbe de skew du marché 


d'options ci-dessous, c’est-à-dire la courbe de la volatilité implicite G:,, 
en fonction du sérike K. Le sous-jacent est une action de prix spot 30 
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ne versant pas de dividendes, et le taux d’intérêt sans risque continu est 
2,50 %. La maturité est 1 an. 


Tableau 10.2 


C(all)/P(ur) et Strike | Prix (cents) C(all)/P(ur) et Strike | Prix (cents) 
C40 49,43 C45 15,19 
PAS 1,73 C35 137,07 
P20 15,28 C30 327,41 
P30 247,50 25 76,81 


Exercice 5* : modèle de Black-Scholes et contrat forward 


Les hypothèses sont celles du modèle de Black-Scholes. Les deux ques- 
tions sont indépendantes. 


1. a) À l’aide d’un raisonnement par arbitrage, établissez que la valeur à 
l'instant # d’un contrat forward de strike K et maturité T'est : 


FC = ke 
b) Vérifiez que FC satisfait l’équation aux dérivées partielles de Black- 
Scholes. 


2. a) À l’aide d’un raisonnement par arbitrage, établissez la relation de 
parité call-put : c,-p, = S.- RE 

b) Retrouvez la relation de parité call-put à l’aide des formules de Black- 
Scholes. /ndication : généralisez les formules de Black-Scholes à un 
instant t quelconque et remarquez que N(- x) = 1 - N(s). 


Exercice 6 


Dans le cadre du modèle de Black-Scholes, est-il possible d’offrir sur le 


\ 


marché un produit dérivé dont la valeur à tout instant # serait : 


D, = exp(S,) ? 


t 


1. L’astérisque désigne les exercices de difficulté supérieure, correspondant aux démons- 
trations et concepts avancés. 
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Exercice 7 : forward-starting call 


Les employés de la société MeT'oo.Com sont rémunérés pour partie en 
stock-options, c’est-à-dire en options d’achat sur les actions de la société. 
Ces options sont distribuées tous les six mois, sur la base d’un prix 
d'achat égal à 120 % du prix spor de l’action, et exerçables au bout de 
deux ans. L'action MeToo.Com ne verse pas de dividende. La courbe 
des taux est plate au taux continu de 5 %. 


1. En tant qu'employé de MeToo.Com, vous venez de recevoir un lot 
de 1 000 ssock-options. Vous souhaitez connaître la valeur de votre 
lot, et collectez les données ci-dessous. 


Valeur de clôture de l'indice Dow Jones Industrial Average (DJD 10 000 
Prix de clôture de l’action MeToo.Com (MTC) 10$ 
DJI : volatilité historique sur 6 mois 20 % 
MT : volatilité historique sur 6 mois 35 % 
MT : volatilité implicite, strike 10 $, maturité 6 mois 25 % 
MT : volatilité implicite, strike 10 $, maturité 2 ans 32% 
MT : volatilité implicite, strike 12 $, maturité 2 ans 30 % 


2. En tant que directeur des ressources humaines de MeToo.Com, vous 
venez de distribuer à l’ensemble des employés de la société un million 
de stock-options. Vous prévoyez une augmentation de 10 % pour la 
distribution suivante dans 6 mois. 


a) Estimez le coût de cette augmentation, en indiquant vos hypothèses 
et VOS risques. 


b) Silverman, Sacks & Co., une banque d’affaires réputée, vous propose 
d’acheter un lot de 100 000 forward-starting calls sur MeToo.Com, 
dont le prix d’exercice sera fixé dans 6 mois à 120 % du prix spot de 
l’action pour une date d’exercice située deux ans plus tard. L'offre se 
situe à 136 000 $, payables immédiatement. Analysez cette offre. 
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Exercice 8* : relation entre delta, gamma et thêta 


À l’aide de l'équation aux dérivées partielles de Black-Scholes, montrez 
que le delta, gamma et thêta d’un portefeuille de produits dérivés de 
même sous-jacent S satisfont la relation : 


O+rS,A+1o ST = 71IT, 
2 


où IL, est la valeur mark-to-market du portefeuille à l'instant . Compa- 
rez ce résultat à la relation inverse entre thêta et gamma du chapitre 8, 


page 179. 


Problème* - Black-Scholes et dividendes 


Nous étendons les hypothèses du modèle de Black-Scholes au cas où (i) 
l'actif sous-jacent $ est une action versant des dividendes continus au 
taux g, et (ii) les dividendes sont immédiatement réinvestis dans 
l’action. 


1. Soit 7, le nombre d’actions S détenues après s années, en commen- 
çant avec une action à l'instant #= 0. Montrez que dn,= qn, dt, et 
déduisez-en une expression analytique de x, 

2. Montrez que, à l'instant £= 0, le prix forward de S à maturité T'est : 

_ G—9)T 
F5 = Sie : 


3. Déduisez du résultat précédent les formules du call et put européens 
sur une action versant des dividendes. 


4. On considère un portefeuille de valeur ?, qui est short d’un produit 


dérivé de valeur D,=f(, S) et long d’une quantité . de sous- 


jacent. Par « valeur » on entend la valeur des actifs et le paiement ou 
versement de leurs cash flows. 

a) Établissez que : dP, = - 4dD,+ SAS, + g%s, dt. 

b) À l’aide du théorème d’Itô-Doeblin, montrez que le portefeuille est 
sans risque entre les instants # et £+ dt. 


c) Déterminez l’équation aux dérivées partielles de Black-Scholes dans 
le cas d’une action versant des dividendes. 
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Solutions des exercices 


Exercice 1 


Cette assertion est fausse. Considérons par exemple la couverture d’un 
call sur une action du secteur technologique par des parts d’un fonds 
immobilier : même si ces actifs avaient la même volatilité, il est clair que 
les secteurs technologique et immobilier sont exposés à des sources de 
risque différentes. 


Dans la théorie de Black-Scholes, il est crucial que le produit dérivé 
et le sous-jacent soient exposés à la même source de risque (W) : 


dS, = LS, dt+oS, dW, 


D, = df = oi OS; 1 + Tar+ (os Pjaw, 
; ot O2 20 Si 


Par exemple, si . > 0, la valeur du produit dérivé augmente lorsque 


le sous-jacent subit un mouvement aléatoire /W à la hausse, et inverse- 
ment. Couvrir le risque en (W) par un autre actif suivant un mouve- 
ment brownien géométrique 4Q, = 4’Q, dt+ 6Q, dW”, constitue 
une couverture imparfaite dont la qualité dépend entièrement de la 
corrélation entre (W) et (W7). En particulier, si la corrélation est 
nulle, la couverture serait totalement inefficace. 


Exercice 2 : volatilité historique et volatilité implicite 


La volatilité historique correspond aux variations de prix du passé ; la 
volatilité implicite est un pari sur les variations de prix du futur que 
font les acheteurs et vendeurs d’options. Une forte divergence sera typi- 
quement observée lorsque les marchés s’attendent à une forte incerti- 
tude à une certaine date, par exemple à l’occasion d’élections ou de 
votes importants. Un cas historique est le référendum sur l’indépen- 
dance du Québec en octobre 1995, dont l'issue était incertaine. 
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Exercice 3 


1. Cas-limite 7 — 0 : 


D + si S,>K 
d = +(2+9) 70 si So = K 
OT \6 2 RG) 


— © si S,< K 


et d, = d — G\/Ta la même limite que d, quand 7° — 0. En 
conséquence : 


SN(d)-Ke"* N(d>)—— 


T0 


SSL S>K 
Co 


0s(S,<X) 


Ke!” N(d))- SN(- d) 


T0 


LES SNS, 0) 
Po 


0sS2K 


Ces formules correspondent bien au payoff du call et du put : 
max(S, — K, 0) et max(K— S,, 0). 
2. Cas-limite 6 — 0 : 


S = 0 
i+(r+S)T on 
dE — "À 0 si Se = K 

OA o— 0 


7 
— co si Sie <K 


et d, = dj -ONT a la même limite que 4 quand 6 — 0. En 
conséquence : 


- SR NS 0 
co = SN(d,)-Ke " N(dy)———; - 
CN US CES 
. RS SR 
Po = KE N(-d>) - SyN(-d,) > 


CORAN PS 
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Le cas GO — 0 signifie que l’actif sous-jacent n’a pas de volatilité, 
autrement dit est sans risque. En l’absence d’opportunité d’arbitrage, le 
prix du sous-jacent doit alors croître au taux sans risque r. La valeur du 
call où du put est alors entièrement déterminée par la position relative 
du strike rapport au prix forward Se? 


Exercice 4 : courbe de skew 


Le solveur d’Excel permet de calculer la volatilité implicite de chaque 


option : 
Tableau 10.3 
SPA EC NOUS Pie M CEE 
implicite implicite 
C40 23% C45 22,5 % 
P15 30 % C35 23,5 Vo 
P20 27 Vo C30 24,5 % 
P30 24 % P25 25 % 
D'où la courbe de skew : 
Volatilité implicite 
30,0 % 
+. 
27,0 % 
+ 
20% 245% 
240%  * ee. 
p>?>?TéOooCcccOTR | 
115 20 25 30 95 40 45 
Strike 
Figure 10.5 
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Nous pouvons remarquer que le call et le put de strike 30 € n’ont pas 
la même volatilité implicite. Cela implique l’existence d’une opportu- 
nité d’arbitrage : vendre le ca/l, acheter le puf, et couvrir par un contrat 


forward. 


Exercice 5* : modèle de Black-Scholes et contrat forward 


1. a) La preuve est identique à celle présentée au chapitre 4 pages 72-73, 
en utilisant des taux d'intérêts continus plutôt que composés. 


b) Soit f (4 S)=S,- Ke "T9, On vérifie alors : 
CE se (o] 0 


_ sn T-+ 


= rf{4, S,) 


2. a) La relation de parité call-put peut se démontrer de deux façons : 


l+7rS,+0 


— avec un raisonnement par arbitrage classique, en supposant succes- 
: —7T u 
sivement c,+ Ke : =D d. et c,+ Ke es 57 
— avec un raisonnement synthétique, en remarquant qu’un porte- 
feuille long call et short put a le même payoff qu’un contrat 
forward : cr-pr = FCr;: donc ce -p, = FC. 
b) Rappelons les formules de Black-Scholes : 


ce, = SN(d,)- Ke" TN(d,) 
D = INC) SN 4) 
2 
In — + (r+ Sr t) 
avec : d, = 2 
ONE 
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En conséquence : 


r(T- 


cp, = SAN(4,) + N(-d,)) - Ke! (N(d,) + N(-d))) 


Sr oi 


Exercice 6 


La valeur f d’un produit dérivé admissible (ou « négociable ») doit véri- 
fier l'équation aux dérivées partielles de Black-Scholes : 


10 T4 sir 1 o 291 
CA) je 1 ie 
Or: 
4 SES ! oc” sa - UE rS et + loss re 
ot oS u 21 2 
Ce produit dérivé ne peut pas exister dans le cadre de la théorie de 


Black-Scholes : s’il était proposé sur le marché, il créerait une opportu- 
nité d’arbitrage. 


Exercice 7 : forward-starting call 


1. Les seules données utiles sont le prix de clôture de MeToo.Com et sa 
volatilité implicite de strike 12 $ et maturité 2 ans. 


Sy = 10 
K = 120 % x 10 = 12 
= Black-Schol Ee 
T=2 TS = 104) 12e **2N(d)) 
0 0 
Oo = 30 % 
In0+ (s de + 3 (0 %))x2 
D EN) = 05070 
30 % x ,/2 
d, = d,—30 % x 2 = —0,4062 — N(d,) = 0,3423 
co = 1,3554 
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CHAP. 10 LE MODÈLE DE BLACK-SCHOLES 


La valeur du lot de 1 000 ssock-options est donc 1 355 $. 


2. a) D’après le résultat précédent, un lot supplémentaire de 10 % soit 


100 000 srock-options devrait coûter environ 135 500 $. Cette esti- 
mation s'entend « toutes choses égales par ailleurs ». Dans la mesure 
où le strike sera fixé dans 6 mois, ce coût évoluera linéairement avec 
le prix spot de MeToo.Com jusqu’à cette date. Par ailleurs, une 
augmentation de la volatilité ou des taux résulterait également en un 
coût plus élevé. 

b) L'offre est seulement 500 $ plus chère que l’estimation précé- 
dente, ce qui semble très intéressant. Cependant, il est important de 
remarquer que le paiement de cette somme est immédiat, tandis que 
l'estimation correspond à un coût dans 6 mois. L'offre équivalente 
avec un paiement dans 6 mois serait 136 000 x e 2X05 = 139 443 $. 
Nous pouvons alors calculer la volatilité implicite correspondant à ce 
montant : 30,69 %, ce qui semble raisonnable en comparaison de la 
volatilité implicite de 30 % actuellement. 


Exercice 8* : relation entre delta, gamma et thêta 


Rappelons l'équation aux dérivées partielles de Black-Scholes : 


2 
CN D Cu 
ci NS 0 7. 


où f(4, S,) est la valeur d’un produit dérivé quelconque. En substituant 
les lettres grecques correspondant aux dérivées partielles : 


rf= O+rS,A+ 20 ST 


Dans le cas d’un portefeuille de NV produits dérivés de même sous- 
jacent S, de valeurs /, et quantités g,, nous avons : 


N 
IT, : arf S,) 
= 1 


243 


FINANCE DES MARCHÉS 


J 

> werfi(é S,) 
= i 

K 


ke i 


Donc 71e 


. À 1) : 
—= 2 0e D2 MP % 22 MA 


où 6, A et l'sont les grecques du portefeuille. Dans le cas d’un porte- 
feuille delta-neutre, cette équation devient : 
r, = 6+1o$r 
2) 


Si les taux et la valeur du portefeuille ne sont pas trop élevés, le 
membre de gauche devient négligeable et nous obtenons la relation 
inverse entre thêta et gamma du chapitre 8 : 


O= ST 


Problème* - Black-Scholes et dividendes 


1. Les dividendes étant réinvestis en actions au taux g, nous avons : 


CET PR 


L; 


= q dt 


Ainsi », satisfait l’équation différentielle dr, = gn, dt, dont les solu- 
tions sont de la forme #,= np" + c. Or #9= 1, donc c=0, d’où la 
formule analytique : 
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2. La relation E=S 


CHAP. 10 LE MODÈLE DE BLACK-SCHOLES 


Gr= q) 110 d , 5 
e se démontre avec un raisonnement par 


arbitrage. Supposons par exemple que Æ,>S, Ne peut 
alors vendre l’action par l'intermédiaire d’un contrat forward de prix 
de livraison F,, acheter une quantité #47 de l’action au prix de S,e-17 
financé par un emprunt au taux 7 qui sera remboursé à l'instant 
t= T! La quantité d’actions détenues croît continûment vers 1 au fur 
et à mesure du versement des dividendes, la stratégie a un coût nul et 
produit un profit F, — See DT 0 à l'instant s il y a donc arbi- 
trage. Il y a également arbitrage si nous supposons F, < Set 0 
Il est important de remarquer que le postulat d’un taux de dividende 
continu g parfaitement connu à l’avance est crucial : dans la pratique, 
les dividendes sont sujets aux fluctuations économiques de chaque 
entreprise, ce qui implique que les « arbitrages » décrits précédemment 
comportent des risques, notamment lorsque la maturité est lointaine. 


. Rappelons les formules du modèle log-normal : 


eTFN(d,) - KN(d)] 


D 
—r7T 
Po Dit CEXN(— ENS d;)] 
FG 
DE 
avec : D = TE GNT 0, = 7 = 
ONT 2 
D’après la question précédente, F, = Soie d’oi 
co = Soe T'N(d,)- Ke" N(d;) 


Po = Ke" N(-d))- Sie N(-d,) 


D 
avec : d, = ——  ——— , à, = d,- OT 
OA 


.a) Entre # et # + di, la variation de valeur du portefeuille 4P, est 


— 4D, + . dS, (changement de valeur d’une unité short dérivé et se 


unités long sous-jacent), à quoi s'ajoute le versement des dividendes au 


taux continu g sur la base de la valeur des actions détenues : gdt x . S. 
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b) D’après le théorème d’Itô-Doeblin : 
an, = af = Lars Las +18 L a 
dt OS 2 5 
En conséquence : 


d of 
BD == D of 
dP,=-d AS-TU RE ET di 


— 1521 dt+ ils dt 
dt 2 Le CA) 


Cette équation n'ayant pas de composante aléatoire, le portefeuille 
est sans risque entre et £+ dt. 


c) Puisque le portefeuille est instantanément sans risque, sa valeur doit 
croître au taux sans risque 7 : 


dP, = rP dt 
En substituant — D, + ai S, à P, et l'équation de la question précé- 


0S 


dente à dP,, nous obtenons : 
f- D), = LS, Jar = A 1RSEIT, is dt 
OS c& 2 = OS 


Par identification (ze. en « simplifiant par dr»), et en notant f= D, 
nous obtenons finalement l'équation aux dérivées partielles : 


= 4 (r—q)S GES 1821 
LOS  a$ 
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Rappels de probabilités 


États de la nature, variables aléatoires, événements 


États de la nature 


La représentation classique de l'incertitude en finance consiste en un 
ensemble {2 d’éventualités © appelées états de la nature (states of 
nature) : (2={@,, @;, .…., @,}. 


Exemple 


Un modèle d'évolution du prix de l'action Tiramigiù SpA, de prix spot 
100 € à la bourse de Milan, peut se représenter par le diagramme suivant : 


w. 110 
w, __105 
100 TA 100 
w3 — 90 
Figure A.1 


Dans ce diagramme, ©, correspond à un état de la nature où «le prix 
monte de 10 € », ©, à un état de la nature où « le prix monte de 5 € », etc. 
Les états de la nature forment la structure de la représentation de l’incerti- 
tude et n’ont qu’une valeur interprétative. Il est important de les distinguer 
des valeurs numériques qui peuvent éventuellement leur être associées 
(ainsi on n’écrira pas ©, = 110, ©, = 105, ...). 


Il est possible de représenter l'incertitude avec une infinité d’états de 
la nature : (= {o; [2€ 1}, où Z est l’ensemble des entiers naturels ou 
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des nombres réels. Une telle représentation nécessite une formalisation 
mathématique avancée dépassant le cadre de ce livre que l’on pourra 
trouver dans les ouvrages de probabilité et statistique cités en bibliogra- 


phie. 


Variable aléatoire 


Une variable aléatoire (random variable) est une fonction associant 
un nombre réel à chacun des états de la nature. 


Exemple 


Le prix futur X de l’action Tiramigiù SpA est une variable aléatoire définie 
par : X(@,) = 110, Xw,) = 105, X(@;) = 100 et X(w,) = 90. Nous pouvons 
ensuite définir d’autres payoffs avec X: C= max(0, X — 100) (payoff d’un 
call de strike 100 sur Tiramigiù SpA, cf. chapitre 4 pour la définition de 
ces termes). C'est en fait une variable aléatoire définie par : C(®,) = 10, 


Co) = 5, et C(@;) = C(@;) = 0. 


Evénements 


Il est souvent nécessaire de regrouper plusieurs états de la nature en un 
« méta-état » appelé événement (event). D'un point de vue mathéma- 
tique, un événement est simplement un sous-ensemble de €2. 


Exemple 


L'événement «le prix monte» est le sous-ensemble = {@,, w,}, et 
l'événement « le payoff du call est nul » est le sous-ensemble Z= {@3, @;}. 


Les notations standard ci-dessous correspondent à des événements 
d fré iés à iable aléatoi 
usage fréquent associés à une variable aléatoire X: 


[X= x] : sous-ensemble des états de la nature où X prend la valeur 
X ; 


[X > x] : sous-ensemble des états de la nature où X prend des 
valeurs supérieures à x ; 


[X < y] : sous-ensemble des états de la nature où X prend des 
valeurs inférieures à y ; 


X<A< y], [A> x] etc. 
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ANNEXE A RAPPELS DE PROBABILITÉS 


Il est possible de combiner des événements à l’aide d’opérateurs 


logiques : 


—- ALB:«AouB»; 
—- ANB:«AetB»; 
— A:«non A»; 

— AU(BN Chsetc. 


Probabilité, espérance et variance 


Probabilité 


La deuxième étape de la modélisation de l'incertitude consiste à associer 
une probabilité d’occurrence p; à chaque état de la nature @.. Intuiti- 
vement, p, correspond au nombre de chances entre 0 % et 100 % que 
©, se réalise, et la somme de toutes les probabilités doit être égale à 


100 %. 
Exemple 
Tableau A.1 
Éer ©, : « le prix | ©, : «le prix @ : « le prix | @, : «le prix 
nr monte monte reste stable » baisse 
FU UTE de 10€» de 5€» de 10€» 
ae P1=10% | p=20% | p;=50% | p4=20 % 


La probabilité d’un événement À, notée P(4), est alors la somme 
des probabilités p; associées aux états de la nature @; dans À. 


Exemples 


+ Probabilité de l'événement U («le prix monte ») : P(U) = P({w,, &,}) 
= p, +p2=0,1+0,2= 30 %. 
* Probabilité de l'événement Z= [C=0] («le call a un payoff nul») : 
PO) = PA, @4}) = 0,5 + 0,2 = 70 %. 
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Espérance 


L’espérance (expectation où mean) d’une variable aléatoire X est la 
moyenne de ses valeurs pondérées par leur probabilité d’occurrence : 


EN = YX(o, 


Exemple 
L’espérance du prix futur X de l’action Tiramigiù SpA est : 

E(X) = 110 X 0,1 + 105 X 0,2 + 100 X 0,5 + 90 x 0,2 = 100 
Ce résultat signifie qu'«en moyenne », on s’attend à ce que le prix de 
l’action Tiramigiù SpA reste stable à 100 €. On retiendra qu'il s’agit là d’un 
calcul, et non d’un événement : il y a en fait seulement 50 % de chances 
pour que X prenne la valeur 100 dans notre modèle. 


Variance, écart-type 


La variance et l’écart-type mesurent le degré d’instabilité d’une varia- 
ble aléatoire par rapport à son espérance. Plus précisément, la variance 
d’une variable aléatoire X est la moyenne des carrés des écarts par 
rapport à l’espérance, pondérés par leur probabilité d’occurrence : 


Var(X) = YIX(@) - EXT, 


L’écart-type (standard deviation) est simplement la racine carrée 
de la variance : 


O(X) = Var(X) 


Exemples 


La variance du prix futur de l’action Tiramigiù SpA est : 
Var(X) = [110 — 100]? x 0,1 + [105 — 100]? x 0,2 + [100 — 100]? x 0,5 
+ [90 — 100]? x 0,2 = 35 
Et l’écart type est : 
O(X) = N35 = 5,91 


Ce dernier résultat signifie qu’« en moyenne », on peut s'attendre à ce que 
le prix de l’action Tiramigiù SpA s’écarte de son espérance de + 5,91 €. 


250 


© Dunod -— La photocopie non autorisée est un délit 


ANNEXE A RAPPELS DE PROBABILITÉS 


À nouveau, on retiendra qu’il s’agit [à d’un calcul : il y a en fait 30 % de 
chances pour que X s’écarte de + 10 € dans notre modèle. 


Loi de probabilité, loi normale 


Fonction de répartition (loi de probabilité) 


La loi de probabilité ou fonction de répartition (cumulative distri- 
bution) F, d’une variable aléatoire X est définie pour tout réel x par : 


Eux) = P(IX< x]) 


Exemple 


La fonction de répartition du prix futur X de l’action Tiramigiù SpA est la 
fonction en escalier : 


0 si x < 90 
0,2 si 90 <x< 100 

Eytx) = 0,2+0,5=0,7 si 100 < x < 105 
0,7+0,2=0,9 si105<x< 110 
1 six 2110 


85 90 95 100 105 110 115 120 


Variable aléatoire continue 


Une variable aléatoire X'est dite continue lorsque sa fonction de répar- 
tition F est continûment dérivable, sauf éventuellement en un nombre 
fini de points x. La dérivée de Fest alors appelée densité de distribu- 


251 


FINANCE DES MARCHÉS 


tion (partial distribution où distribution density) et est souvent 
notée fx. Les formules de calcul d'espérance et de variance de X sont 
données plus loin. 


Loi normale 


On dit que la variable aléatoire N suit une loi normale d’espérance »# 
et d’écart-type © (normal distribution with mean m and standard 
deviation 6), et l’on note N - Nm ; O), lorsque sa fonction de répar- 
tition s'écrit : 


FC) : 


Lorsque »# =0 et G= 1, on dit que V suit une loi normale stan- 
dard (standard normal distribution) ou loi normale centrée- 
réduite, et on note !V sa fonction de répartition : 


2 
u 


N(x) = | e 2 du 
\27 ‘= 


Les variables aléatoires suivant une loi normale sont continues. 
Leur densité de distribution a la forme d’une courbe en cloche dont 
le sommet est atteint au point x = ». La probabilité qu’une varia- 
ble aléatoire suivant une loi normale prenne une valeur comprise 
entre » — G et m + G est approximativement 2/3, comme illustré 
ci-dessous. 


m—0o m m+o 
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Indépendance, corrélation 


Indépendance 


Deux événements À et B sont dits indépendants lorsque : 
P(A A B) = P(A) x P(B) 

Deux variables aléatoires X, Y sont dites indépendantes si tout 
événement À, définit avec X est indépendant de tout événement B; 
définit avec Y. Les exemples possibles de A,-et B;.-comprennent notam- 
ment [X= 4], [X> c], ..., [Y< D], [d< Y<e], .…, ainsi que toutes leurs 
combinaisons logiques. 


Covariance, corrélation 


La covariance de deux variables X, Y est la moyenne pondérée du 
produit de leurs écarts simultanés par rapport à leurs espérances respec- 
tives. 


Cov(X ») = SIA) - EMI Y(@;) - E(N)r; 


Le coefficient de corrélation entre X et Y'est une mesure normalisée 
entre — 1 et + 1 de la covariance : 


Cov(X, Y) 
G(X)O(F) 

Si X, Y sont indépendantes, leur covariance et donc leur corrélation 
sont nulles. Il est important de retenir que la réciproque est fausse : il 


existe des variables aléatoires de covariance nulle qui ne sont pas indé- 
pendantes!. 


Corr(X, Y) = 


Un coefficient de corrélation égal à 1 signifie qu’il existe 4 > 0 et b 
tels que Y = aX + b avec 100 % de probabilité, et une corrélation de — 1 
signifie que Y = — 4X + b avec 100 % de probabilité. 


1. Considérer par exemple les variables X et X ?, lorsque X— M(0 ; 1). 
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Exemple 


Le coefficient de corrélation entre le prix futur X de l’action Tiramigiù SpA 
et le payoff C du call est 0,76, comme détaillé ci-dessous (tableau A.2). 


Tableau A.2 
71 C P | X-E(X | C-Æ(C) | (X- ÆX)(C - Æ(C)) 

@, 110 10 10% 10 8 80 

@ | 105 | 5 | 20% 5 3 15 

@ | 100 | 0 | 50% 0 0 

@ | 90 | 0 |20% | -10 F 20 

E 100 2 Cov(X, ©) 8+3+0+4=15 
ex 5,91 | 3,32 Corr(X, C) 0,76 


Formulaire de probabilités 


Probabilités d'événements 


P(A) = 1 — P(A) 
P(A L B) = P(A) + P(B) - P(A N B) 


Espérance, variance, et écart-type d’une variable discrète 
EX = YX(o;)p; 
Var09 = EXC) - EXT? = EX) -LECT 


O(X) = WVar(X) 


254 


© Dunod -— La photocopie non autorisée est un délit 


ANNEXE A RAPPELS DE PROBABILITÉS 


Espérance, variance et écart-type d’une variable continue 


EX) = É ufx{u)du 


Var(X) = [(u- ECO) flu)du = EX) -LEGT 
o(X) = ./Var(x) 


Covariance et corrélation de deux variables discrètes 
Cov(X, Y) = 2 A(@;) - E(X)(Y(@,) - EM), 


= E(XT) - É(X)E(Y) 


Propriétés de l'espérance, variance, covariance, et corrélation 
E(aX+bY) = 4EX+bE(M)  (linéarité) 
Var(X) > 0 
Var(aX + b) = 4 Var(X) 


Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) +2Cov(X, F) 
Cov(X, X) = Var(X) 
Cov(X, Y) = Cov(F À) (symétrie) 


Cov(X, aY + b7) = a Cov(X, Y) + b Cov(X, Z) (bilinéarité) 
—1 < Corr(X, Y)< +1 


Formule de transfert 
+ Si X est une variable discrète : E(f(X)) = DFA @,))p;. 
En particulier : EX) = S(X(@)) p;. 
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+ Si Xest une variable continue : E(f(X)) = [A u)fx{u)du. 
En particulier : EX) = L f{u)du. 


Inégalité de Tchébytcheff, théorème de la limite centrée 


Inégalité de Tchébytcheff 


Soit X une variable aléatoire admettant une espérance et une variance. 
Pour tout € > 0, on a: 


PIX EG 2 ep) < XC 
€ 


Théorème de la limite centrée 


Soit (X,),>, une suite de variables aléatoires indépendantes et identi- 


ques en loi, admettant toutes la même espérance 1 et le même écart- 
type ©. Alors la fonction de répartition F, de la variable aléatoire 


n 


S, = L ” (X, — 1) converge vers celle d’une loi normale standard 
On 


quand # tend vers l'infini. 
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Rappels d'analyse 


Fonctions de deux variables 


Représentation graphique 


La représentation graphique d’une fonction de deux variables f(x, y) est 
la surface d’équation z= f{x, y) dans un espace à trois dimensions. 


Continuité 


Une fonction de deux variables fest dite continue lorsque, pour chaque 
point M, de la surface et toute sphère centrée sur M, de rayon £ > 0 
arbitraire, on peut trouver un cylindre vertical de rayon p > 0 dont 
l'intersection avec la surface est incluse dans la sphère. 
Formellement : pour tout € > 0, il existe p > 0 tel que pour tout (x, }) 


satisfaisant JGœ-x) + G-70) <Pp,ona: FC 2) — f(xo 0) <E. 


Exemple 


2 
+ 
bd 
(0, 0) = 0, et g(x, y) = ee g(0,0) = 0. fest continue, gest disconti- 

XTY 


Les deux graphes page suivante représentent les fonctions f(x, y) = 


nue au point (0, O). 
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Figure B.1 — fix, y) = w Figure B.2 — g(x, y) = er 
Dérivées partielles 
La dérivée partielle de fpar rapport à x est la fonction de deux variables 
notée g obtenue en tenant y comme constante et dérivant fpar rapport 
à x. La dérivée partielle de fpar rapport à y est définie symétriquement. 


Exemple 
Les dérivées partielles de f(x, y) = x + (xy)?, sont : 


2e) = l+ 2xY, ae y) = 2x y. 
Ox dy 


Dérivées partielles secondes 


Les dérivées partielles des dérivées partielles sont appelées dérivées 


2 
partielles secondes de f'et notées CE , Tf Tf 2f . 
22 oxdy 0yox dy 
Théorème de Schwarz 


Une fonction f de deux variables admettant des dérivées partielles 
secondes continues (au sens de la page 257) vérifie : 


TF - df 
Ox0y  dyox 
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Développements limités 


Développements limités d'une fonction d’une seule variable x 


* Soient f'une fonction continûment dérivable d’une seule variable x, 
et x, un nombre réel. Alors un développement limité d’ordre 1 de 
fau voisinage du point x, est : 


Foot 2 C0) + hf Go) 


— 


Exemple 
Un développement limité d'ordre 1 de f(x) = x? au point x, = 1 est : 
(1) 
fQ +) pol + 2h. 
+ Soient fune fonction deux fois continûment dérivable d’une seule 


variable x, et x, un nombre réel. Alors un développement limité 
d’ordre 2 de fau voisinage du point x, est : 


4 1 ” 
Fo + À), 2, Fo) + ho) + 3 PP 0) 
Exemple 

Un développement limité d’ordre 2 de f(x) = 4/xau point x, = 1 est : 


(2) 1 1 ,2 
FA +h), LS ot 


ee 
Développements limités d'une fonction de deux variables x et y 


+ Soient fune fonction de deux variables x et y admettant des dérivées 
partielles continues, et (x, 79) un couple réel. Alors un développe- 
ment limité d’ordre 1 de fau voisinage de (x,, yo) est : 


0 0 
FGothot+A, A 07 (Ko Jo) + pal Go Jo) + el Co Jo) 


Exemple 
Un développement limité d’ordre 1 de f(x, 3) = x+ (})° au point (1, 2) est : 
fA+h2+8 Ù S+9h+4k 


Ch, k) — (0, 0) 
° En notant dx =, dy=k, df= fxo + dx, Jo + dy) — fxy Jo), et en 


omettant l'évaluation au point (x, y) on obtient la notation diffé- 
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rentielle : 4 = cie dx + = dy. Intuitivement, cela signifie qu’une 
petite variation déf'est la bmme des variations en x et y pondérées 
par leurs dérivées partielles respectives. 

* Soient fune fonction de deux variables x et y admettant des dérivées 
partielles secondes continues, et (x, 79) un couple réel. Alors un 
développement limité d’ordre 2 de fau voisinage de (x, yo) est : 


0 0 
Fo + he + 0 0 2 of Co 70 + PS (oo) + el (or) 


2 EC Yo) + 2hkTL (2 0) + FU 70 
5 


7 2 Oxdy 


X 


Exemple 
Un développement limité d’ordre 2 de f(x, 3) = x + (xy)? au point (1, 2) est : 


fa+k2+8 © 5+9h+4k+ 4h + 8pk + &. 


(4, k) — (0,0 
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ANNEXE C 


Formulaire de finance 


Taux 


Capitalisation sur # périodes d’un capital initial X'au taux périodique 
r: K,= K(1 + r)” (chapitre 1) 


1 1 


2 AE LAN | 
Formule de conversion : (1+7  ) =(1+7 ) (chapitre 1) 


1 


1] 
10 2 A “ ES / di T T 
Taux d'intérêt continûment composé r,,: € di + # ) (cha- 


pitre 9) 
P _ Pr=P,+ 
Taux de rentabilité : ROR = - = ———— 2) 
E P, 
Retour sur investissement : TOR = 2 (chapitre 2) 
E  ROR 
+co 
Taux de rentabilité interne r* : -C, + > “de 0 (chapitre 2) 
i=1(1+r) 
Taux de rendement y*: 
C C N+C 
P= "+ —— +..+ + ——7. (chapitre 3) 
(+5) (Arr) A+y)" 


1 


Fr 
) — 1 (chapitre 3) 


Taux zéro : z(7) = ee 
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Taux de rentabilité d’un portefeuille de AV actifs : 
N 
Rp = ” wR, = wR, + w,R; +... +wnRn (chapitre 5) 
k=1 


Valeur actuelle, prix de non-arbitrage 


Valeur _. d’un flux (cash flow) futur C versé à l'instant #= T': 


VA = 


(chapitre 1) 


(1 + 7 
Valeur actuelle d’un tableau de flux futurs : VA = D = (chapi- 
tre 2) ut 
Valeur actuelle nette : VAN = - C, + > = (chapitre 2) 
=] (1 + "i 
Prix de non-arbitrage (prix ark-to-market) d’un portefeuille de N 
N 

acts: P = LS qipy (chapitres 3 et 5) 

k=I1 
Prix de non-arbitrage d’une obligation : 

C C NC 

PT EE  hapire à) 


(+2) (+z())? (1+2(7)) 


Prix de non-arbitrage d’un tableau de flux certains : 


ñ F,. 
2e = (chapitre 3) 
=i(l+e (, ÿ 
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ANNEXE C FORMULAIRE DE FINANCE 


Contrats à terme 


Prix de non-arbitrage d’un contrat à terme (forward contract) (chapitre 4) 


© Dunod -— La photocopie non autorisée est un délit 


Tableau C.1 
Le sous-jacent ne verse Le sous-jacent verse un revenu 
pas de revenu de taux q 
K So K 
t=0 FC = Sy F FC, = FR : 
(1+7r) (1 +3) (1+7r) 
S 
t>0 FO = FC ste ne À 
A+) (+9) " (A+n 
t>0, 
= natT-Ô grd nat 
taux continus | FC, = S,-Ke ù FC, = Se Le is 
(chapitre 9) 
Prix forward (chapitre 4) 
Tableau C.2 
Le sous-jacent ne verse Le sous-jacent verse un revenu 
pas de revenu de taux q 
T 1+7r 
t=0 FE, = SI + F=S ( ) 
0 o(1 +7) 0 USER ’ 
L T-i _ 1+7r\17" 
> 0 E(#, TD) = S{(1+7r) Es, D) =S, 
t> 0, taux 
rA(T- Toi T-#) 
continus Et, 7) = Se Cons FE TD) = $; RAT AT 
(chapitre 9) 


Options 


Payoff du call : c7= max(0, S;-— K) (chapitre 4) 
Payoff du put : pr= max(0, X— S;) (chapitre 4) 
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(4) (4) (2) (2) 
D>'-D DAS 
Modèle binomial : À = ee, D5 = ASo + en 
For r) 
(chapitre 6) 


Dr PEL 1e 
Modèle lognormal : D, = E _ (chapitre 7) 
(1 + r)” (1+7r) 


Formules analytiques du call et du put européens (chapitre 7) : 


Tableau C.3 
t=0 
m+lor 
= LE N(d,) - KN(4,)] di = 
pe | OT 
Po = ——{KN(-d;) - FN(-d)] m_lr 
(1+7) 3 2 K2 
° ONT-+ 
t1>0 
jé en sd TS t) 
C, = TFC T)N(d;) - KN(4,)] À = © —— 
r) ' FF 
De ANA) AG DNA] MED Lo (T9 
(1+7r) de = î#" 
ONT-1 


Équation aux dérivées partielles de Black-Scholes : 


1 = rs + Lo SP (ape 10) 


264 


© Dunod -— La photocopie non autorisée est un délit 


ANNEXE C FORMULAIRE DE FINANCE 


Formules de Black-Scholes du call et du put européens (chapitre 10) : 


TN(d))) 


= (SN) -Ke 
P,= (Ke N(d;)- SyN(-d)) 
S 
i+(r+2o")T 
K 2 
à 
OÿT 


Risque 


N 
en historique : Oéiodique = | et >, (= n° (chapitres 5 et 
Volatilité annualisée : ©, 
pitre 5) 

rar 
Ratio de Sharpe : Sharpe = + (chapitre 5) 


t=1 


O 


nnuel — périodique 


X \/Nb périodes par an (cha- 


Volatilité d’un portefeuille de deux actifs (chapitre 5) : 


Op = ,/Var(w,R, +w,R,) 


Ju Var(R,) + 2 Var(R,) + 21,w,Cov(R;, R3) 
Volatilité d’un portefeuille de AV actifs (chapitre 5) : 


Op = ,/Var(Rp) 


N 
Var(R>) = val > 7 


k=]1 
N N N 
= ps wi Var(R,) +2 y ww; Cov(Ry R)) 
k=1 k=lj=k+1 


Cov(R,, R;) = Or,Or Corr(R, R;) 
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Processus stochastiques, calcul stochastique (chapitre 9) 


Mouvement brownien généralisé : 

dX,= adt + bdW, 

X, = X;+at+bW, 
Mouvement brownien géométrique : dX,= aX di+ bX, dW, 
Processus d’Itô : X,= 4(i,X)dr + b(r, X )dW. 
Théorème d’Itô-Doeblin : 


: _ [of of PR Ai 
dY,= dft, X) | LG X) + ae XD GX) +56 AE X) (dt 
+ Ge DAC, x) |dW, 


AV de (es a+: AC D aw, 


Grecques (chapitre 8) 


Tableau C.4 
Aou I'(gamma) | 6 (théta) V (véga) P (rhô) 
(delta) 8 8 
df d - A of CA of 
0S nr EN ot 06 or 


Relation inverse entre thêta et gamma : 


CE TES, 
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ANNEXE C FORMULAIRE DE FINANCE 


Tableau C.5 


Coefficients d, et d, 


he r) ! 27 
t=0 d;, = , 4 = d)-ONT 
GNT 
S.(1 + { 
0 n « 2 L(T-» 
di = ,d,=d;-ONT-5 
ONT-+ 
À ou Ô (delta) 
t=0 Au = N(d;), 4,4 = -N(-à;) 
> 0 Au = N(d)), Au = -N(-d) 
T (gamma) 
t= 0 Pn _ Li T AU EA 
GS AT 
t>0 D 
OS, WT -1# 
0 (thêta) 
OSN’(d;) KiIn(1 
Oct ss ou _Enltoy, 
7. 2/T  (1+r 
SN’(d 
En _ _SS ( JF Cp re 
DUT (1+7) 
GSN'(di) Kin(1 
(C2 = pen Ent y, 
t>0 de hs 
SN'(d 
En _ _S NX PANNE Pr 
2NT-t (1+r) 
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V (véga) 
t=0 Voall = Vout — ST N'(d;) 
t>0 Veal = Vput = SNT-t N'(d.) 
P (rhô) 
KT 
pu = : = Ma) 
t=0 nee 
Put = — rie d ) 
| put (+ RE 2 
K(T- 
Peall = ( D (d;) 
r) 
t1>0 K(T-» 
u 
Pput = — RE A d;) 
(1+7r) 


NB : Dans les formules ci-dessus on suppose que l'actif sous-jacent S 
ne verse pas de revenu, et que rest le taux d’intérêt annuel sans risque. 
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